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A monomolekulas reakciohaléozatok altalanos
formalkinetikai modellezése
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Szegedi Tudomanyegyetem, Alkalmazott és Kornyezeti Kémiai Tanszék, Rerrich Béla tér 1., 6720 Szeged, Magyarorszag

1. Bevezetés

Az izoméria jelensége fontos szerepet jatszik mind az
ipari, mind a gyogyszerkémiai kutatdsokban. Erdemes
megemliteni, hogy a kiralitdas igen komoly problémat
okozott jonéhany vegyiilet gyogyaszati alkalmazasaban.'

Ahhoz azonban, hogy az izomerek pontos eloszlasat
megallapitsuk, a korrekt matematikai és reakciokinetikai
targyalasmod elengedhetetlen. Eddig kizardlag reverzibilis
izomerizacios 1épéseket, illetve irreverzibilis, bomlasokat
is tartalmazé mechanizmusok targyalasaval foglalkoztak.>*
Munkéank soran teljessé tettlik a monomolekulds reakcio
kinetikai modelljét, mellyel minden monomolekulés
mechanizmus konzisztens modon kezelhetd.

Tegyiik fel, hogy egy =zart homogén rendszerben K
szamu kémiai komponens kozott R szamu elemi kémiai
reakcié jatszodik le. A reakcidrendszer kemizmusat leird
egyenletrendszer:*

Do=Ga., (1)

ahol @ = {A | a kémiai szimbolumok vektora, D={d;} a
fogyasi, G={g;} pedig a termelddési matrix (a d, az i-ik
reakcioban elfogyo, a g; pedig a i-ik folyamatban keletkezd
4, komponens szamat reprezentalja) Egy oldalra rendezve
az Osszefiiggést, kapjuk a reakciorendszer sztochiometriai
egyenletrendszerét:

Sa=(G-D)a=0, ?2)

ahol bevezettiik az S ={v;} sztéchiometriai matrixot.

Az S matrix blokk-diagonalizalhato, ha Iéteznek olyan P és
Q permutaciés matrixok, melyekre:

PSQ=diag(s,), (3)

ahol a 6 -k téglalapmatrixok (dim(c) = o, x £), a dimenziokra
pedig teljesiil a X a. =Rés a T . = K Osszefiiggés. Ha ilyen
P ¢és Q nem létezik, akkor S nem blokk- zalhat6. Egy
tetszOleges kémiai reakcidrendszert reakciohdlozatnak
nevezink, ha a hozzatartozo sztdchiometriai matrix nem
hozhaté blokk-diagondlis formara. Természetesen barmely
reakciorendszer felirhato egy vagy tobb reakciohalozatként.

Az i-ik reakcié molekularitasa alatt a kovetkezé mennyiséget
értjiik:
K

W=, . “

Az i-ik reakci6 monomolekulds, ha u, = 1, illetve bimoleku-
las, ha u, = 2 (u, > 2 csak specialis esetekben, péeldaul
l1égkdrkémiai vagy autokatalitikus rendszerekben fordul eld).
Ezek alapjan célszert monomolekulas reakciorendszernek
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nevezni minden olyan reakciorendszert, melyben csak
monomolekulds reakciok jatszodnak le. Monomolekulds
(reakcio)halozatok alatt pedig a monomolekulas reakciokbol
all6 reakciohalozatokat értjiik.

2. A monomolekulas reakciohalozatok differencialis és
integralis anyagmérlege

A Da=Ga reakciorendszer komponenseihez tartozo ¢
koncentraciok (j = 1,2,...,K) valtozasat az alabbi differencial’
egyenlet-rendszer (dzﬁ‘erenczalzs anyagmérleg) irja le’:

C(r)=S"p(7). (5)
ahol €(r)={¢,(r)} a koncentraciok id szerinti derivaltjainak
vektora, S’az S = {v; } sztochiometriai matrix transzponaltja,
p(H)={r(0)} pedigareakciosebességek vektora(dim(S)=RxK,
dim (€(#)) =K x1 és dim (p(1)) =R x 1 ).

Az r(t) a Guldberg—Waage torvénybdl szamithato, azaz:

n()=k] Te " ©)

ahol k, a K sebességi egyiitthatovektor i-ik eleme.

Ha bevezetjik a A = {/lij} matrixot, (5) felirhat6 a
C(t)=AC(r) @)
alakban is (dim (A) = K x K). Algebrai manimulaciéval A a
kovetkez6 alakot 6lti:
A=CC(cCT)

ahol (CCT ) a CCT pszeudoinverzét jeloli. Ha a
koncentraciok linedrisan Osszefiiggdk, akkor a CC" matrix
szingularis, vagyis A eldallitasa nem egyértelmii (egy C-hez
tobb A is megadhato).

Egy zart reakciorendszert akkor tekintiink kinetikailag
relevansnak, ha az alabbi tulajdonsagok teljesiilnek:

(V1>0)(C, 20=C(r)=0 ), (8)
(vt20,j=12,..K)0<c,(t)<=), 9)
(EIC*)(C* =lim, ,, C(1)), (10)

ahol C(t=0)=Co={c, j} a bemérési koncentraciok vektora.

Legyen Da=Ga monomolekulas reakcidohalozat! Ebben az
esetben a reakciosebességek kovetkezoképp szamitandok:

n(t)=kic;(¢), havy=-1. (11)
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Oss;evetve (11)-et (5)-tel és (7)-tel, konnyen belathatd, hogy
a oC/ 8C={8é, / ac,} matrix A egy lehetséges reprezentacidja.
Kis szamolassal a A matrixra a kovetkez6 formula adodik:

A =S"diag (k) D (12)
ahol diag (k) a sebességi egyiitthatok diagonalmatrixa.
A (12)-bdl lathatd, hogy A monomolekulas halozatokra
figgetlen a  koncentracidtol, igy (7) Laplace-
transzformacioval megoldhatd, sét (10) alapjan det A =0 is

kovetkezik. A y(s) fiiggvényeket, a c(f) koncentraciok
Laplace- transzformalt_]alt igy definialjuk:

y/.(s)z_[ci(t)e'”dt, (13)

ahol s a transzformacios valtozo. Bevezetve a I'(s)= {y ()}
vektort, a transzformacios szabalyok alapjan:

sI(s)-C, = AL(s). (14)
Elemi atalakitasokkal kapjuk a (15)-0s formulat:
I'(s)=A"'(s)C,, (15)

ahol A’(s) = sI - A, I pedig a K-adrendii egységmatrix.
Figyelembe véve, hogy A"!(s) =adj A’(s)/det A’(s), melyben
A'(s) a A’(s) matrix elGjeles aldeterminansaibol allo
matrixdnak transzponaltja, és hogy det A’(s) = (-1)*p,(s),
ahol p,(s) a A karakterisztikus polinomja, A sajatértékeivel
A""(s) felirhato parcialis tortmatrixok iisszegeként:7

L nj

ZZXU -, (16)

Y
i=l j=1 _i)

ahol s, a A matrix i-ik sajatértéke, m, annak multiplicitasa,
L az egymastol kiilonboz6 sajateltekek szama, ,, pedig az
i-ik sajatérték j-ik egylitthatomatrixa (p,(s) egyutthatomak
¢és gyokeinek meghatarozasarol a kovetkezo fejezetben lesz
sz0). Visszahelyettesitve (16)-ot (15)-be és elvégezve az
inverz transzformaciot, kapjuk, hogy:

C(r)= ii{x,qﬁe} (17)

C(f) meghatarozasahoz sziikségiink lenne a X matrixokra,
chelyett viszont egy egyszerlibb modszert mutatunk
be.! Figyelembe véve a komplex szamok algebrajanak
alaptételét, miszerint az egymastol kiilonbozo gyokok
multiplicitasainak Osszege a hozzajuk tartozé polinom
fokszamaval, jelen esetben K-val egyenld, bevezethetjiik az
E(t)={e ()} in. idsfejlddés-vektort (dim (E(r))= K x1):

E(t)={" " fe' . " e .. .e" 1" e ,t""-"e*’"}r (18)
(18)-bol latszik az e, = e (t) elemek linedris fiiggetlensége,
igy a c-kre is érvényes Euler tétele ( = 1,2,....K):°

£ oc,

e =% . (19)

f= laek

Bevezetve az uy =0c;[/0ex és az U={u;} jeloléseket,
kapjuk, hogy:

C(t) = UE(?). (20)

Nyilvanvalo, hogy az U matrix fiiggetlen az id6tdl. (19)-bdl
az is lathato, hogy U, melynek elemei még ismeretlenek, a
C(¢) vektor E szerinti Jacobi-matrixa.

A (18)-(20) alatt bemutatott atalakitasokkal elértiik, hogy
a K szamu . matrix helyett csupan U-t kell el6allitanunk.
Ehhez (7) és (20) alapjan vegyiik fontoléra az alabbiakat:

€(0)=C, ~UE(0)
C(0)=AC, =UE(0)

: @1)
C(K—l)(o) — AK—ICO — UE(K—I) (0)

Készitsiink egy A, matrixot, melynek oszlopai a A*‘C,
vektorok, majd A -hoz hasonléan egy V-t az E®(0)
vektorokbdl (k= 1,2,..,K-1), melyet Vandermonde-matrixnak
neveziink. Ezzel (21) kovetkezOképpen irhato fel:

A,=UV. (22)

Az E®(0) vektorok (k = 1,2,..,K-1) a differencialszamitas
elemi szabalyai szerint viszonylag egyszeriien eléallithatok,
V-rél pedig bebizonyithatd, hogy minden esetben regularis,
igy létezik az U = A V' matrixszorzat. A V matrix
inverzét numerikusan is meghatarozhatjuk (példaul LU-
faktorizacioval’). Ezzel megkaptuk az ismeretlen U matrixot.
A fenti megfontolasok alapjan a egyenlet megoldasa:

C(1) = A,V'E(2). (23)

(23)-at a monomolekulas halozatok integralis anyagmér-
legének nevezziik.

Lathaté, hogy a megoldas viszonylag egyszeri: C(¢)
kiszamitasahoz csupan A sajatértékeit, a A, és az invertalt
V matrixokat, valamint az E(f) vektort hasznaljuk fel. A
tovabbiakban a A matrix sajatértékeinek meghatarozasaval
¢és azok tulajdonsagaival foglalkozunk.

3. A A matrix sajatérték-problémaja
A p (s) polinom gydkeinek eldallitisahoz sziikségiink van

az a_egyiitthatokra. Ha a_ az n-ik s-hatvany koefficiense
(n=0,1,..,K), akkor azok ekképp szamithatok:'*"

g = (_l)K
1< ;
_;gal(—n-#itr(A ) (7’1 = 1,2,-..,K—1)

ahol tr(A’) a A matrix i-ik hatvanyanak spurja (nyoma).

24

Szemiigyre véve a (8)-(10) feltételeket, A sajatértékeire
bizonyos megkotéseket kell tenniink. Ez azt jelenti, hogy
A elemei nem lehetnek fiiggetlenek egymastol, végsé soron
pedig azt, hogy egyes komponensek kozotti folyamatokat a
priori ki kell zarnunk.

(8) teljesiilése  feldl nincs kétség, a megoldas
nemnegativitasanak bizonyitasa® viszont eléggé terjedelmes.
Nyilvan a korlatossag akkor lehetséges, ha (23) id6fiiggd
része korlitos, azaz minden kra e =lim, e (f)<o.
Bevezetve az e ()=t exp(s;t) jeldlést, e; <o kizardlag
(25) vagy (26) teljesiilése esetén allhat fenn, kiilonben
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pedig ¢, > o :

Re(s;)=0Ai=0 (25)
Re(s) <0 (26)

(25) azt jelenti, hogy i # 0-hoz nem tartozhat Re(s;)=0,
vagyis ha p (s)-nek van ilyen tipust gyoke, akkor az nem-
degeneralt. Ezenfeliil ha Re(s;)=0, akkor Im(s, )= 0-nak
is fenn kell allnia, hisz Im(s,)#0 esetén — (8)-at sértve —
csillapitatlan harmonikus oszcillacio 1épne fel.

Mivel A szingularitdsa (10)-b6l kdvetkezden sziikséges
feltétel, (25) akkor lehetséges, ha A-nak egy egyszeres zérus
gyoke van. Ezek alapjan arra jutottunk, hogy a (8)-(10)
feltételek kizarolag (27) és (28) esetén teljesiilnek:

5,=0 27)
Re(s,)<0 (i=1,2,...L —1). (28)

Konnyen belathatd, hogy ha csak izomerizacios
reakciolépéseket engediink meg, akkor (27) és (28) mindig
teljesiil, ezt azonban bomlast is tartalmazé haldzatokrol
nem mondhatjuk el altalanosan, ugyanis felléphetnek
pozitiv visszacsatolasok. Nézziink meg egy olyan Gtletet,
mellyel ezek a kellemetlen, kémiailag irrelevans folyamatok
kisziirhetok.

Particionaljuk a komponensek halmazat ekvivalenci
aosztalyokra! A nulladik osztalyba helyezziik azon 4,
komponenseket melyek nem izomerjei bomlastermékeknek
¢és maguk sem azok, az n-ik szintre pedig az (n-1)-ik osztaly
bomlastermékeit és ezek izomerjeit (n = 2,3,...,N), ahol N az
ekvivalenciaosztalyok szama. Jelolje 6. azt, hogy 4. mely
osztalyba tartozik. Kémiai szemléletinknek megféleléen
egy tetszéleges 4, — > v, A monomolekulas reakcioban

im*~"m

az alabbi klkoteseket kell tenniink a vl,m—ekre.
8,<6, =v,, 20
§,=9%,=>0<v,, <1 (29)
5,>0, =v, =0.

Bizonyithat6, hogy ha (29) teljesiil, akkor (27) és (28)
érvényes lesz.

Ezzel belattuk, hogy minden kémiailag értelmes
monomolekulas halézat A matrixa egy zérus sajatértékkel
rendelkezik, igy mar csak a visszamarad6 (K - 1) szamu
gyokot kell lokalizalni. Abban az esetben, ha K - 1 =</,
vagyis K =), ezek algebrai Gton is meghatarozhatok az
els-, a mésod-, a harmad- és a negyedfoku egyenletekre
vonatkozé megoldo képletekkel.'? K >)-nél mar numerikus
modszert kell alkalmaznunk, melyek koziil a legpontosabb a
gyors implicit OR-algoritmus."

4. Egy monomolekulas halézat: a butén-izomerizacio

Most viszonylag egyszerli példaként nézziink meg
egy harom komponenst tartalmazd izomerizacids
reakciohdlézatot, a butén-izomerizaciot, melyet mas néven
haromszogreakcionak is neveznek (1. Abra)!

HoC > H3C CHs3
26 ""CH, \ /
but-1-én Z-but-2-én
HSC\/\CHs

E-but-2-¢n

1. Abra. A butén-izomerizacié mechanizmusa

Ez a folyamat SiO_/AlL O, katalizator jelenlétében jatszodik
le, melynek mechanizmusat mar egy 1959-es munkaban is
megtalalhatjuk'®. Ehhez késobb a sebességi egyiitthatokat is
kozoltek™: & =0,5327 57, k,=0,238157", k, =0,2892 s
k, =0,1736 s'l, k=0,051557, ks =0,1918 57"

Hajtsunk végre a butén-izomerizaciéra egy szimulacios
kisérletet! Induljunk kiakdvetkezo kezdeti koncentraciokbol:
co (but-1-n)=1,00 M, co(Z-but-2-én)=0,25 M és
co (E-but-2-én)=0, SOM. A szimulcié eredményét a 2.
Abran lathatjuk.

2. Abra. A butén-izomerizacié koncentracioprofilja.

A koncentracioprofilbdl kitiinik, hogy igen gyorsan bealld
egyensullyal van dolgunk: 15 s utan a fliggvényértékek
mar nem valtoznak szamottevéen. A sebességi egylitthatok
egymdshoz valo viszonyait tikkrozve a but-1-én mennyisége
monoton csokken, a Z-but-2-éné maximumgorbét ir le,
az E-but-2-én idébeli eloszlasa pedig szigmoid jellegii.
A halozatra vonatkozo kényszerfeltétel, miszerint a
koncentraciok dsszege minden iddpillanatban megegyezik a
kiindulasi koncentraciok dsszegével (jelen esetben 1,75 M-
rel), a szamabrazolasi hiban (1015 —10-1¢) beliil teljestil.

Meg]egyezzuk hogy az orto-, a meta- és a para-xilol
izomerizacigja  kiilonbozé  ZSM-katalizatorokon  is
haromszogreakcid, mely ipari szempontbol is fontos
folyamat. '

5. Osszefoglalas
A fogalmak pontos definidlasat kovetden felallitottunk

egy altalanos modellt a monomolekulas reakcidhalozatok
kinetikai viselkedésének leirasara.
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Ismertettiik a rendszert leir6 integralis anyagmérleg zart
alakjat, mely K <5-ig egzaktul felirhatd, K> 5 esetén viszont
numerikusan  lokalizalando  sajatértékeket tartalmaz.
Felhivtuk a figyelmet a megoldas stabilitasanak
problémajara, majd felvazoltunk egy olyan egyszerii
kezelésmodot, mellyel a nemkivant pozitiv viszszacsatolasok
kisztirhetok. Végiil egy izomerizacios haldzatra, a butén-
izomerizacidra végzett szimuldciot mutattuk be. A kapott
megoldasfiiggvények alakja nemcsak a formalkinetikaban
érvényes: minden olyan modellhez hozzarendelhetd,
melyet elsérendii linearis differencialegyenlet-rendszer ir le.
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TS

12, A does not depend on the concentrations of the components for
a monomolecular reaction network therefore Eq. 7 can be solved
via the method of Laplace transformation (see eq. 14). Eq. 14
can be brought into Eq. 15 with simple operations. According to
Eq. 16, matrix A’(s) in Eq. 15 can be built up with the help of the
eigenvalues of the A matrix. Therefore the main task is the solution
of the eigenvalue equation of A.

Finally, performing inverse Laplace transformation, Eq. 17 supplies
the concentrations of the chemical components at the instant 7.
After performing further simplifications, the concentrations for a
monomolecular chemical network can be obtained according to
Eq. 23. The concentration vector, the solution, can be expressed
analytically up to five components otherwise the eigenvalues of the
A matrix must be computed numerically. The accidental stability
problem concerning the solution of the eigenvalue equation of A,
and a suggestion for its treatment are also mentioned in the text.

As an example, isomerization reactions of butenes on Fig. 1 (1.
Abra) are solved by the new method presented. The reaction rate
constants (k-k,) were taken from the literature. The concentration
profiles of butenes can be seen on Fig. 2. (2. Abra). According
to the concentration profiles, the equilibrium is reached within
15 seconds. While the concentration of but-1-ene decreases
monotonically, the concentration profile of Z-but-2-ene has a
maximum feature. The concentration profile of E-but-2-ene is
sigmoid like.

It can be concluded that the shape of the solution is independent of
the formal kinetics: it can be assigned to every model described by
a system of first-order linear differential equations.
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