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BEVEZETO

Az Elelmiszeripari Féiskolai Kar 1994. évi tudomanyos tevékenységérol
szamot ado, a "Fdéiskolai Tudomdnyos Kizlemények" 17. sorszdmozott
kiadvdnyadval felujitia az elmult évtizedekben kialakult hagyomdnyos
gyakorlatot, amely lehetoséget biztosit a Kar oktatéinak a kutato-
fejleszto, szaktandcsadé munkdban elért eredményeik, esetenként
részeredményeik kozlésere.

Az Egyetem dltal kiirt belsé pdlydzatokon elnyert kézel 3 millio forint
K+F tamogatds felhaszndldsanak tudomdnyos értéki szamaddsa volt
elsésorban a célunk ezzel, a hangsiilyozottan nem lektoralt kiadvannyal.

Nem titkolt szandékunk volt tovabbd, hogy a szerzék, a kutatdsban
résztvevok egyuttal Dbizonyitsak a kutatasi feladatok tudomanyos
igényességii, modszeres megolddsdra valé alkalmassdgukat és innovativ
készségiiket, az elfogadhaté szakiréi tuddst, a tevékenységi teriiletiikhoz
kapcsolodo miiszaki fejlesztés idbszeru kérdéseinek dtfogo ismeretél.

A rovid kutatdsi év természetesen nem teszi lehetévé a teljes értékil
kutatast, de reméljiik, hogy a kozleményekbdl kitiinik az elézdekben
megfogalmazott igényes, tudomdnyos szinvonalii elméleti, valamint az
ipari megvaldsitdasra koncentrdlo, gyakorlati problémdkkal foglalkozo
Kari K+F tevékenység.

Bizunk benne, hogy a kozleményekkel mind a tudomadnyos kozélet, mind
a gyakorlati szakemberek érdeklodését felkeltjiik a Karon-folyo kutato-

fejleszto-szaktandcsado mihelymunka irdnt.

Ebben a reményben bocsdtjuk ttjara a megujult kiadvdanyunkat.
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Dr. Szabo
tudomdnyos foigazgato helyettes

Szeged, 1994. november hé



LINEARIS ES LINEARIZALT FUGGVENYKAPCSOLATOK
KIERTEKELESE
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Elelmiszeripari Miiveletek és Berendezések Tanszék
OSSZEFOGLALO

Az élelmiszertudomany teriiletén eldszeretettel haszndlnak linedris és linearizdlt
fiiggvényeket bizonyos fizikai, kémiai, biologiai dsszefiiggések leirdsdra. A fiiggvények
segitségével josolni lehet az elozoleg meg nem mért tartomdnyokra, ha a fiiggvények
paramétereit, legtébbszor a legkisebb négyzetek mddszerével, madr meghatdroziuk
elozetes mérések alapjdn.

A kézlemény a linedris és linearizalt fiiggvénykapcsolatok parameéterbecsléseinek
buktatoival és azok kikiiszobolési lehetoségeirdl szamol be a Fdiskoldn folyé
kutatdsokhoz

igazodo példakkal illusztrdlva.

1. PARAMETERBECSLES A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZEREVEL

A legkisebb négyzetek médszere (LKNM) dltal becstilt paraméterek torzitatlanok és
az ilyen becslések kozot minimdlis szordsitiak akkor és csak akkor, ha a kévetkezo
feltérelek teljestilnek (Gauss tétel, Cramér, 1946 és Kendal et al., 1965):

e az Osszefiiggést leiro fiiggvénykapcesolat paraméterekben linedris:

e a merési hiba szuperpondlt (additiv hiba): y, =y, +¢,,
e az x; fliggetlen viltozo hibamentesen mérheto: x, =X,

e az & mérési hiba virhato értéke zérus: Ef&] = 0,
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e az & mérési hiba ismert, véges variancidval rendelkezik: 0 < D’[&] = o> <

o a mérési hibdak korreldlatlanok: COV{g &} = 0, ha i #].

Ekkor a LKNM-vel az a, becslés a kovetkezd fiiggvény minimalizdldsdaval nyerheto:

QF =Y = : 1)

Amennyiben ac; = o feltevés minden ij-re helytdllé (homoszkedasztikus mérési

hibdk), akkor a fentebb emlitett QF fiiggvény megolddisa még egyszeriibbé vilik. A
becstilt paraméterek jellemzésére konfidencia intervallumot is szerkeszthetiink, ha a
mérési hibdk eloszldsa Gauss-eloszldst (normdlis eloszldsit) (Vincze, 1968, Lukdcs,
1987, Kemény et al., 1990).

2. BECSLES EGYVALTOZOS LINEARIS FUGGVENYKAPCSOLAT ESETEN

Egyviltozos linedris fiiggvénykapcsolat esetén az egyenes a, meredekségét és a, ten-
gelymetszetét kell becsiilniink az n db mérési pontbdl, majd Gauss-eloszldsii mérési
hiba feltételezésével konfidencia intervallumokat is megadhatunk a josolt értékekre:

4 = ZW,‘ZW, 1 X5 * —Z}V' .x’_z“/, Y,
| ZW'Z“’, ’ xl: -(Z W; 'xz):

i (2)
_ Z“"l .xl-Z"II --yl _Z‘Vl .xiZ“’1 .xl .yl
0 - 2 ’
Zw,Zw, <X -—(Zw, -x,.)
ahol w, = — azaz a szordsnégyzetek reciprokaval stilyozunk. Homoszkedasztikus
o;
- ; 1 . X =XAM=F) . . x o
hibdk esetén w, =—, ekkor (2) az G, = 2(x - %) -7) és 4, =y-a, %

Eh 2 (x -%)
formuldkra egyszerisédik, ahol ¥=3Yx,/n, y=3y, [n, valamint a kévetkezd

konfidencia intervallumokat szamithatjuk:
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az a; meredekségre a

az ap tengelymetszetre a,

az ismeretlen y vdltozora adott x-nél

)

y <o l+l+—‘, +a
IDNCEEI)

o ta, - X

az ismeretlen x vdltozéra y-ndl (m az ismeretlen x-re vonatkozo mérések

szama)
/1= . (5-(4, +a,%)) y—(d, +a,x
PO et (l+ljy2(x,—f)'+(} ( s, )) $E42 (f ‘ )
¥ m n a: ay
ol . , oW aE
ahol y =1-——=—— és t, az (I-¢)100% biztonsdgi szinthez, az n-2

szabadsagi fokhoz tartozé Student-féle t-eloszlds tablazatbdl kikeresett értéke.

Ha a o szords elézetesen nem ismert, értékét a kovetkezd kifejezéssel becsiilhetjiik

- Z (.yt - (a() + (’i] ' xl ))_ = 3 o . & .
ors = . Az bsszegzés ebben a fejezetben mindenditt i=1-

n-2

16l n-ig torténik.



3. BECSLES LINEARIZALHATO FUGGVENYKAPCSOLATOK ESETEN

3.1 Enzimreakciot leiro és nem Carman-tipusi sziirési egyenlet linearizdldsa

Vizsgaljuk meg Michaelis és Menten klasszikus egyenletét, mely az egy szubsztrdtos
enzimreakciok leirdsdt adja a kezdeti sebesség és a szubsztrdt koncentrdcio alapjdin
(Keleti, 1991 ):

[5]

v() = vmax v ol (3)
K, + [S ]
ahol vo : kezdeti reakciésebesség,
Vinax :az elvileg elérheté maximdlis kezdeti reakcidsebesség,

[S] : szubsztrdt koncentrdcio,
Ky Michaelis dallando.

A (3) egyenlet matematikai alakja természetesen szdmos mds tudomdnyteriileten is
alkalmazdsra kertil, féleg ott ahol valamilyen egyenletesen névekvé, telitettséghez
vezeté folyamatot kell leirnunk, igy megemlithetjitk a gdzok adszorpcicjat leiro
Langmuir-izotermadt is.

Mostandban keriilt bevezetésre a témény szuszpenzio ill. zagy fazisszétvilasztdsdara
alkalmazott, a Carman-féle modell érvényességi tartomdnydin kiviil esé sziirési
miivelet leirdsdra szolgdlé egyenlet (Horvith, 1986, Horvdith, 1991 ):

IJ:rz = V‘ma.\ ? (")

ahol V. :szirlettérfogat,
Viwar - maximadlis sziirlettérfogat,
t :szirés ideje,
. o szilréadllando, felezési ido.
Mivel (3) és (4) matematikai alakja azonos, ezért a tovibbiakban az egyszeriiség

kedvéért az ezinmreakciondl haszndlt jelélésekkel dolgozunk tovabb. A (3) egyenlet
linearizdldsdra szamos szerzo tett javaslatot (Keleti, 1991, Valké et al., 1987):
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1. Lineweaver-Burk médszere L3S Ky +[S] Ky 1
vO ma‘ [S] vma‘( max [S]
2. Hanes médszere m= Ky + l [S]
vU ‘) max v max
3. Eadie-Hofstee maodszere v, =V, — Ky [‘;—"]

. v
4. Scatchard modszere 0 — _max s Vv,
[S] K« K,

5. Eisenthal-Cornish-Bowden és De Miguel Merino-Tamarit médszere (a két
mddszer csak grafikus megvaldsitdsaiban tér el egymastol, algebrailag a ketté
azonosan kezelhetd)

¥,

R TAC R oy S S)

[s], - 151
R e 5 M

A felsorolt linearizdldsi mddszerekkel kapott dsszeftiggések haszndlata sordn sajnos
az 1. fejezetben felsorolt feltételek némelyike sénil, igy az LKNM nem fog optimdlis
becslést nytijtani, torzitott eredményt ad. Ennek oka tébbek kozétt az is, hogy az
eredeti fiiggé vdltozo megjelenik a transzformadlt fiiggetlen viltozoban. Megfelelé
sulyokat alkalmazva (2)-ben w; helyén, a kivetkezé pontban részletezett eljdrdssal
legalabb aszimptotikusan torzitatlan becslést nyerhetiink.

Megemlitjitk még, hogy az 5. mddszer , pld. T helyén a mediin operdtort
szerepeltetve, egy ujabb alternativ lehetéség a probléma dthidaldsdra, ugyanis igy
robusztus becslot kapunk, mely kevéshé érzékeny a haszndlatdhoz sziikséges feltételek
enyhe megsértésére (Horvith et al., 1989, Rajké, 1994).

3.2 Dimenzié nélkiili kifejezések dsszefiiggéseit leiro egyenletek linearizdlisa

Ebben a pontban a mikrohulldimii hékezelés folyamatdinak leirdsdndl jelentkezd
probléma (Szabo, 1994) dltaldinos megoldasdt ismertetjitk. A médszer gyakorlatban
torténd felhaszndldsdara komoly igény mertilt fel (Szabé et al., 1994).
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Dimenzio nélkiili kifejezések dimenzioanalizissel levezetett kapcsolatdbdl irjuk fel az
egyik komplexet a tobbi fiiggvényeként, rogton a linearizdlt formdt megjelenitve:

2
Inz, =InC+) a,-Inx, . (5)

J=2

A feladat a C dllando és az o dllandok (kitevék) meghatdrozdsa a kévetkezo
stilyozott négyzetes fiiggvény minimalizdldsdval (Kemény et al., 1990):

3

, 2
, [ln ) —{InC+Zln7r5’°D
OF' e

== 2
= 1 »
—= T g
w) Cat

) S |

ahol UA w G”|+ZZ( ](6’72’ ] COV{fr T, } ami a hibaterjedés

J=& J=

Il
~

(=)}
~

>

torvénye alapjdn vezethetd le. A (6) egyenletet a kévetkezd okoskoddssal nyerhetjiik.

n 5
A QF, = Z( Y, - 7 (g,,é))' minimalizdldsa daltalaban nemlinedris

1=
egyenletrendszerhez vezet, de alkalmasan vdlasztont F(.) transzformdcioval
paraméterekben linedrissd teheld az eredeti f(.) fiiggvénykapcsolat. Mivel a linearizdlt
formdval dltaldban torzitott becsléseket kapunk - az eredeti mérési hibdk is
transzformdlodnak -, alkalmasan vdlasztott silyok segitségével kell a torzitdst
elhanyagolhatéva tenni:

0, =X (v - F.&) ~0F'= i)
=1 =1 [0[7)

&

Térjiink vissza a (6) egyenlethez, melyben a stilyok kiszamitdsdhoz sziikségiink van
az éppen becsiilendoé o; paraméterekre, igy olyan iterdcios eljdardst kell alkalmazni,
ahol a paraméterek kezdd kozelitétésébol a normdl-egyenletrendszert — melyet (6)
derivdltjanak nulldval egyenlové tétele sordn nyertiink — megoldjuk, majd a kapott
paraméterekbol jabb siulyokat szdmitunk. Ezt az eljardst addig folytatjuk, mig a
paraméterek viltozdsa egy eloirt Kiiszobérték alatt marad.



4. KOVETKEZTETESEK

Jelen tanulmdnyban a mérések kiértékeléséhez leggyakrabban alkalmazott linedris és
linearizalt  fiiggvénykapcsolatok —paramétereinek meghatdrozdsinak mddszereit
korrekt modon, matematikai statisztikai eredményekkel aldtdimasztva ismertettiik.
Javaslatot tettiink az irodalomban oly gyakran haszndll, telités jellegii folyamatokat
leiré linearizalt fiiggvénykapcsolatok parameétereinek kézel optimdlis becslésére, az
egyébkeént széleskorben helyteleniil alkalmazott kézénséges LKNM alkalmazdsa
helyett.

Részletesen ismertettiik a dimenzié nélkiili kifejezések dsszefiiggéseit leiré linearizalt
egyenelet parameétereinek becslésére szolgdlo eljdrdst.

Nyomatékosan hangsiilyozzuk, még ha az eredeti viltozok hibaeloszldsdra érvényes is
a Gauss-eloszlds, a linearizdlds eredményeképpen, a transzformadlds utdn rendszerint
ez mar nem dll fenn, igy a kapott paraméterek jellemzése a 2. fejezetben ismertetett
konfidencia intervallumokkal nem végezheto el, ill. az igy szdamolt eredmények
matematikai statisztikai értelemben semmitmonddak lesznek.

Veégiil felhiviuk az olvaso figyelmét a nem matematikai statisztikai elveken alapulé
regresszios modellekre is, melyek a szubjektiv jellegii a priori informdcick
hatékonyabb felhaszndldsdval jelenthetik a valosdag elonydsebb megkozelitését (Rajko
et al., 1989, Rajké, 1994).
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EVALUATION OF LINEAR AND LINEARIZED FUNCTIONAL
RELATIONSHIPS
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ABSTRACT

In food science the linear and linearized functions are frequently used for describing
some physical, chemical and biological relationships. Unknowns can be predicted
with help of these functions, provided that their parameters were previously estimated
mostly based on the least sum of squares method.

The paper shows the difficulties of using linearity and linearization and shows the
possible solutions tackling the problems through examples selected from the research
activities of the College.



