Unalmas analizis?

Pintér Lajos 80. sziiletésnapjara

Totik Vilmos
September 7, 2014

1977 aprilisaban egy szép tavaszi napon Pintér Lajos bement Szegeden a IV.
éves programtervezé matematikusokhoz differencidlegyenlet-gyakorlatot tartani,
és az alabbi feladatot diszkutélta. A sik bizonyos rdcspontjaiban (egész ko-
ordindtdji pontjaiban) békdk vannak, amelyek a kovetkezdképpen mozognak: egy
béka datugorhat egy mellette allo békdt, ha a mégotte levd rdacspont tires, viszont
az dtugrott béka ekkor lekeril a sikrol. Igazolni kell, hogy ha kezdetben egyetlen
béka sincs a felsé félsikon, akkor soha nem juthatnak el 5 magassdgba (azaz az
y =5 egyenest nem tudjdk elérni).

Ez a feladat John Conwaytdl szarmazik (néla békdk helyett katondk voltak,
1d. [2, 154. oldal]), és megoldédsa, amit Pintér tandr ir az éran elmondott, a
kovetkezd. Azt igazoljuk, hogy pl. a (0,5) pontba nem lehet békat eljuttatni.
Ehhez legyen ¢ = (v/5 — 1)/2 (az aranymetszés ardnyszama), és az (i, j) pontba
helyezziik el a ¢l1+17=5 silyt (1d. az 1. 4brat). Itt a kitev$ az a szdm, ahany
(minimdlis szamu) 1épéssel a (0,5) pontbdl eljuthatunk az (i,7) pontba. Azt
fogjuk vizsgélni, hogy azon mezok Gsszsulya hogyan valtozik, amelyeken béka &ll.
Ehhez vegyiik észre, hogy ¢+ ¢ = 1 (ezért valasztottuk ¢g-t annak aminek), {gy
ha egy ugrds sorén, pl. az (i, j) pontbdl az (i + 2, j) pontba ugorva, kozelediink
a (0,5) ponthoz (azaz i < —1), akkor az Gsszstly véltozdsa:

qli+2|+|j*5| li+1]+7—5] _ qli\+|j*5\ — q|i+2\+lj*5|(1 —q— q2) =0

—q
(valdban, (7, j)-ben és (i+1, j)-ben 4llt egy-egy béka, és helyettiik az ugrds utédn
(i + 2, 7)-ben lesz egy béka). Hasonléan ldthat6, hogy ha egy ugrds sordn nem
kozelediink a (0, 5) ponthoz, akkor az sszsuly csokken (pl. ha a fenti Gsszegben
1 > 0, akkor az Osszsily-valtozas

girEr1I=sl _ g iHli=sl _ gitli=sl = gi+lisl (g2 _ g 1) < 0.

Mérmost egyszerii szdmolds adja, hogy a teljes als6 félsikon (beleértve a szdme-
gyenest is) levd silyok Gsszege 1, gy a kezdeti konfigurdcionél a teljes Osszsily
legfeljebb 1. Marpedig a békak ugraldasa soran az Osszsily nem né, igy az nem
lehetséges hogy végiil olyan konfiguraciéhoz érkezziink amelyben egy béka &ll a



Figure 1: 3 egymasutani megengedett béka-1épés

(0,5) pontban, hiszen csupén ehhez a békdhoz rendelt siily 1 (és vagy eleve 1-
nél kisebb Osszstlyunk volt ha az alsé félsik nem minden mezején allt eredetileg
béka, vagy pedig ha minden mezon allt egy, akkor a végallasban is lesznek az
alsé félsikon békdk, hiszen e végallasig véges sok 1épést tettiink meg).

Természetesen a fenti feladatnak semmi kéze nem volt a differencidlegyenlet-
gyakorlaton egyébként vett anyaghoz, viszont a hallgatékban érdeklédést valtott
ki, és figyelmesen kovették a diszkussziét. Pintér Lajos méskor is élt az oktatoi
szabadsag ilyetén valé alkalmazédsaval, és gyakran hallottunk téle érdekes fe-
ladatokat, levezetéseket. Ez annyira megmaradt bennem, hogy késobbi tanéri
palydmon magam is gyakran folyamodtam a figyelemfelkeltésnek ehhez az eszk6zéhez;
mind a mai napig szinte mindig mondok olyan feladatokat ill. a matematika
torténetetébol olyan eseményeket, példédkat, amelyek az éppen targyalt anyagrészrol
jutnak eszembe, még ha azok szigorian nem is részei az targyalt anyagnak.
Gyakran azonban még erre sincs sziikség, kis odafigyeléssel sokszor az éppen
targyalt teriileten is talalhatunk olyan feladatokat, amelyek a hallgatok érdeklodését
felkelthetik ill. fenntarthatjak. Az alabbiakban néhény ilyen feladatot targyalok
az analizis teriiletérol.

A matematikai analizis a matematika valésziniileg leghatékonyabb mdédszere,
amely Newton és Leibniz éta hihetetlen mértékben atalakitotta a tudomanyokat
és igazi sikertorténet. Viszont ennek elsajatitasa csak rendkiviil sok gyakorldssal
lehetséges; differencialni vagy integralni csak gy lehet megtanulni, ha az ember
megcesindl sok-sok tucat derivalast és integralast. Ezt gyakran a hallgaték (és
sokszor maguk az oktatdk is) unalmasnak, rutinszeriinek tartjék, és ha egy cso-
porttal mar 4-5 alkalommal differencidlunk vagy integralunk, elkeriilhetetlentil



lankad a figyelem, és a gyakorlat sem éri el céljat. Ilyenkor sokat segithet egy-egy
olyan feladat, amelyek a szokasostol kicsit eltérnek és megmozgatjak a hallgaték
fantaziajat.

Annak illusztréldsédra, hogy a Pintér tandr urtdl ellesett moddszernek ige-
nis van jogosultsaga az oktatdsban elég megemliteni, hogy én azt mar régen
elfelejtettem milyen feladatokat targyaltunk 1977 tavaszan differencidlegyenlet-
gyakorlatokon, viszont a békas feladatra és annak megoldasara méig emlékszem.

1 Oroszlan és szeliditoje

Ez a feladat a 1 1

Z E = 00, Z ﬁ < 0
Osszegek alkalmazésat illusztralja. A feladatot elészor valésziniileg szintén Pintér
Lajostol hallottam, eredetileg Richard Rado egy problémaja volt.

Egy megvadult oroszlan és szeliditdje egyforma mazimdalis sebességgel tudnak
mozogni eqy ketrecben. A feladat az, hogy a szelidité hogyan kerilheti el, hogy
az oroszldn valaha is elkapja (mindkettdt pontszeriinek tételezzik fel).

A feladat egyszerli lenne ha az egész sik a szelidité rendelkezésére allna,
hiszen akkor az oroszlannal dtellenes irdnyban maximalis sebességgel futva egy
egyenes mentén az oroszlan soha nem érhetné utol. A nehézség abbdl ered, hogy
a ketrec behatdrolja a mozgasukat.

A megoldés a kovetkezd. Feltehetd, hogy mindkettejiitk maximélis sebessége
1. Legyen kezdetben a szelidité az origéban, és tegyiik fel, hogy az origd koriili
R sugaru korlap is még a ketrecben van. Marmost egy kis r pozitiv szamot
vélasztva a szelidité n = 1,2, 3, .. .-ra rendre menjen r/n ideig merdlegesen az 6t
az oroszlannal 6sszekotd szakaszra maximalis sebességgel gy, hogy az origdhoz
a lehetd legkozelebb keriiljon (ez utébbi feltétel kijeloli a mozgds irdnyat a ket-
tejliket Gsszekotd szakaszra merdleges egyenesen). Pontosabban, itt litemezéssel
n =1,2,... 1épésrol beszéliink, és az n-edik 1épésben mozogjon a szelidité arra
a szakaszra merélegesen, amely 6t az el6z6 1épés megtétele utan koti Gssze az
oroszlannal (1d. 2. 4bra).

Az biztos, hogy az oroszlan nem fogja semelyik 1épésben elkapni a szeliditot,
hiszen ha ez nem tortént meg n 1épés utan, akkor kettejiik tavolsaga pozitiv,
és mivel a szelidit6é az (n + 1)-edik lépésben egy, az &t az oroszlannal 6sszekotd
szakaszra merdleges egyenesen mozog, tavolsaguk pozitiv lesz az (n + 1)-edik
lepés utan is. Tehat ha a fenti stratégia alkalmazhaté gy, hogy a szelidité soha
nem {itkozik a ketrec falaba, akkor elkeriili azt, hogy az oroszlan elkapja, hiszen
a fenti 1épések soran eltelt id6
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Figure 2:

Azt kell tehat csak igazolnunk, hogy a fenti stratégidval soha nem iitkozik
a szelidité a ketrec faldba, és ehhez elég megmutatni, hogy az origétol vett
tavolsdga mindig kisebb R-nél. Legyen d, az origdtdl vett tavolsaga n 1épés
utdn; do a kezdeti tavolsdg. FEkkor n = 0,1,2,...-re vagy d, < r és igy
dpy1 < dp +7/(n+ 1) < 2r, vagy pedig d, > r és ekkor, mint azt elemi
geometriai meggondolas mutatja,

dps1 < VA2 4 (r/(n+1))2 < dy +1r2/2dn(n +1)* < d, +7/2(n + 1)

Tehat mindenképpen
" — 1
d, <2 = —_—,
n=0

ami R-nél kisebb ha r elég kicsi (felhaszndlva, hogy

oo

;( jl <1 +Z +Z(n n+1>_2’

adddik, hogy az r = R/3 vélasztds megfeleld).
Egy mésik megoldasra 1d. [1], 1. feladatét.

2 Csiga és a gonosz fiu

Ez a feladat az 1
/fdlenx—>oo ha z — oo
T



illusztralasara szolgdl.

Egy 1 m hosszi gumiszalag egyik vége rogzitett, és ebben a végében van egy
csiga, amely 1 m/h sebességgel tud mdszni. A szalag mdsik végében a csiga
szamdra valami inyencfalat van elhelyezve, amit a csiga szeretne megkaparin-
tani. Viszonyt eqy gonosz fid elkezdi hizni a szalag szabad végét 10000 m/h
sebességgel. A kérdés az, hogy végil a csiga hozzdjut-e az inyencfalathoz, azaz
eléri-e a szalag mdsik, mozgo végét?

A megolddshoz legyen a szalag rogzitett vége az origéban, a fia szaladjon
az x tengelyen pozitiv irdnyban, és a t idépontban legyen a csiga helyzete az
y(t) pontban. Tehdt y(0) = 0, és a fiti helyzete a ¢ id6pontban 1 + 10000¢.
Vegylik észre, hogy a csiga valddi sebessége két komponensbdl all: egyrészt a
sajdt 1 m/h sebességébdl, masrészt abbdl a sebességhdl, amivel a mogotte levd
szalagrész nyulik. Ardnyos nyuldst feltételezve ez y(t)/(1 4 10000t)-szer akkora
mint a fiu sebessége, tehat a csiga sebessége

t
1 + 10000 ¥®

1710000 (/%)

Tudjuk, hogy ez a hely-id6 figgvény derivaltjaval megegyezik, tehdt

t)
! =1 1 7y( .
Y (£) = 1+ 10000 5005

Osszunk végig (1 4 10000¢)-vel:

y'(t) y() 1
— 7 10000 -
1 + 10000t (14 10000£)2 ~ 1+ 10000¢’

és vegytik észre, hogy itt a bal oldalon az y(t)/(1+ 10000t) derivaltja &ll, mig a
jobb oldalon levé kifejezés In(1 4+ 10000¢)/10000 derivéaltja. Tehat

y(t) " (In(1 +10000¢) "
1+10000t) 10000 '
Mindkét oldalt 0-t6l T-ig integrélva és figyelembe véve, hogy y(0) = 0és1lnl =
0, kapjuk, hogy

y(T) In(1 + 100007)

1+ 100007 10000

(ez a formula integralds nélkiil is adédik abbdl, hogy ha két fliggvény derivéltja
egyenld, akkor 8k csak konstansban kiilonboznek). A bal oldalon éppen a csiga
ill. a fia (T idépillanbeli) orig6tdl vett tdvolsdgdnak a hanyadosa &ll, és az
eredeti kérdés az, hogy ez valamikor lesz-e 1. Marmost a jobb oldal folytonosan
n6 0-t6l a végtelenig mialatt T' befutja a [0, 00) intervallumot, igy lesz egy olyan
T id6pont (ez éppen T = (1999 — 1)/10000), amikor az értéke éppen 1. Tehdt
ebben az id6pillanatban a csiga utoléri a szalag masik végét.




Figure 3:

3 Korlap fedése savokkal

Ez a feladat az alabbi formula alkalmazasara szép példa: ha adott egy nemneg-
ativ y = f(z) figgvény az [a, b] intervallumon és a gorbéjét megforgatjuk az x
tengely koriil, akkor az igy kapott forgasfelszin

b
(1) 277/ F@)V1F (F(@)Pd.

Igazolando, hogy egy 100 sugari korlapot nem lehet 199 db 1 szélességi savval
lefedni.

Jegyezziik meg, hogy 200 db. 1 szélssségii savval konnyti lefedni pl. az origd
kortili 100 sugaru korlapot; ehhez nem kell mast tenniink, mint hogy az = = j,
j = —100,-99,...,99,100 egyenesek altal meghatarozott savokat tekintjiik.

Altaldban az eredmény, amit igazolunk, az az, hogy ha dy, ..., dy szélességli
savokkal lefedhet6 egy R sugard korlap, akkor

2R<dy + -+ di.

Az igazolashoz legyen az R sugard D korlap kozéppontja az origd, és képzeljink
el egy G gombfeliiletet ezen korlap f61é (pontosabban, a korlap hatdra legyen e
gombfeliilet egy {6kore). Ha van egy d szélességii S sdvunk, akkor ennek D-vel
vett metszetét vetitsiik fel az G gémbfeliiletre (1d. a 3. abrét).

fgy egy gombgylriit kapunk a gémb feliiletén, amelynek felszinét konnyen
kiszdmithatjuk az (1) formuldval. Valéban, az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil



feltehetd, hogy az S sdv merdleges az x tengelyre, azaz S azon (z,y) pontokbdl
all, amelyekre a < x < b valamely —R < a < b < R, b—a = d szamokkal. Ekkor
a felvetitéssel kapott gombgytirll nem mds, mint az y = vV R? — 22, = € [a, b),
fliggvény grafikonjanak az = tengely koriili megforgatasdaval kapott feliilet, igy
ennek felszinét (1) adja az f(z) = vV R? — 22 vélasztdssal. De itt

2
F)VTH P2 = VR - x\/ 1t (%) =R

ezért a kérdéses felszin 2nR(b — a) = 2wd. Ami igazdn meglepd ebben a for-
muldban az az, hogy a felszin nem fiigg attdl, hogy a gombgytiri hol helyezkedik
el, az csak a gombgylirli magassdgétdl fiigg (ennek a ténynek az tin. hen-
geres vetitéssel kapcsolatos kovetkezményeire vonatkozéan 1d. pl. a [3] dol-
gozatot). Mdarmost ha a dy,...,dy szélességli Si,..., Sk sdvok lefedik az R
sugari D korlapot, akkor a megfelelé S; N D metszetek felvetitettjei lefedik
a G gombfeliiletet, igy Osszfelsziniik legaldbb akkora, mint G felszine, azaz
47 R?. A fentiekben lattuk, hogy S;N D felvetitettjének felszine legfeljebb 2md; R
(itt egyenléség van, ha az S; sdv mindkét oldala metszi a D korlapot), ezért
végkonkluzidként felirhatjuk, hogy

2rd R+ - -+ + 2wdi, R > 4w R?,
amibdl az allitds 2w R-rel vald osztassal adddik.

Végezetiil megemlitiink még két hasonlé feladatot.

4 Téglalaplefedés

Ez az (e®)’ = e azonossdg egy alkalmazésédra lehet példa.

Ha egy téglalap felbonthaté olyan téglalapokra, amelyek valamelyik oldal-
hossza egész, akkor az eredetinek is valamelyik oldalhossza egész.

Ehhez integraljuk az e*27(**¥) fiiggvényt a fenti téglalapokon, és hasznaljuk
fel az (e*) = e* azonossidgot (valds ill. képzetes részeket véve elkeriilhetd a
komplex fliggvények hasznalata, de ekkor a megoldas kevésbé elegans. Tobb
més megoldds taldlhaté a [4] cikkben).

5  Afrikai szafari

Ez a feladat fliggvénytranszforméciékkal kapcsolatban emlitheté meg.
Valahdny odzisban annyi tuzemanyag van elhelyezve, amely éppen elég egy
korutra kozottik. Ekkor valamelyik odzisbol elindulva a kérit megtehetd.
A megoldas abbdl all, hogy kiindulunk valamelyik odzisbdl, felrajzoljuk a
“kocsiban levé Uzemanyag”—“megtett ut” grafikont, és észrevesziik, hogy mas



04azisbodl elindulva a megfeleld grafikon az eredetinek egy transzformaltja. Marmost
a feladat az, hogy ez a transzformacié lehet olyan, hogy utédna a grafikon minden
pontja a “megtett ut” tengelyen, vagy a folott van. Egy masik megoldasra 1d.
az [1] kényv 7. feladatét.
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