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|, I Matematika és informatika — kéz a kézben,
; avagy
I | egy 2023-as Schweitzer példa el6zménye'

Ebben a cikkben megprébaljuk bemutatni, hogy hogyan segithet matematikai
problémak megolddsaban a szamitGgép, és hogyan segithet a matematika meméria
vagy processzor hasznalat szempontjabél optimalisabb és/vagy t6bb esetet is kezel-
ni képes programok megirasdban. A programjainkat algoritmusleiré nyelven adjuk
meg (eredetileg C/C++ nyelven irtuk meg), reméljiik, hogy az olvasé kedvet kap
arra, hogy kiprébélja azokat sajat kedvenc programozasi nyelvén implementalva.
A cikkben nem mindig kozliink teljes kédokat, inkdbb a programok 1ényegi/érdekes
részeit emeljiik ki, a ,korités” megirdsit a felhasznaléra bizzuk. Kezdjiink is neki.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Erinté cimii elektronikus kiadvényénak
28. széamaban (2023. junius) [1] jelent meg a Héttusa rovatban a kovetkezd

Feladat. Van-e olyan szdm, amelynek pontosan tiz pozitiv osztéja van a 20-ndl nem
nagyobb szamok kozott?

Megoldés. Mivel oszthatésagrol, osztékrol van sz6, az embernek 6hatatlanul eszébe
jut a primfelbontés. A keresett szamunk legyen

(3 (23 (23
p11p22...pl‘

alakd, ahol a p;-k kiilonb6z6 primek, a;-k pedig pozitiv egészek. Feltehetjiik, hogy
pi* < 20, hiszen ha egy primhatvény 20-nél nagyobb, akkor minden oszt6, amely-
ben az tényez6ként szerepel, szintén 20-nal nagyobb lesz. Kezdjiik felépiteni egy
egyszerii ,mohé algoritmussal”® a szamunkat primhatvdnytényezénként (a legki-
sebb primtél kiindulva) gy, hogy a 20-nal nem nagyobb oszték szama ne lépje tul
a 10-et:

2% =16; 20-ndl nem nagyobb osztéinak széma 5,
2% .32 = 144;  20-nal nem nagyobb osztéinak széma 10.

Es a feladatot megoldottuk.

A feladat elég kénnyen megoldhaté egyszerti szamolédssal. A Héttusa felada-
tokra barki kiildhet vélaszt, megoldast. A kitiiz6 (Réka Séandor) szdndéka és meg-
fogalmazasa szerint a rovatban olyan feladatokat tliznek ki, amelyekre szinte barki
taldlhat megoldast, de ugyanakkor ijabb kérdéseket inspirdlhatnak. Ez a feladat is
ilyen, kezdjiik hat el méds mddon is megkdozeliteni és vele kapcsolatos ijabb kérdé-
seket feltenni.

1. kérdés. Mely szdamok johetnek szoba megolddsként?

1Ezt a kutatast a TKP2021-NVA-09 projekt tdmogatta. A TKP2021-NVA-09 szdm1 projekt a
Magyar Innovaciés és Technolégiai Minisztérium tdmogatdsdval val6sult meg a Nemzeti Kutatési,
Fejlesztési és Innovaciés Alapbél, a TKP2021-NVA tdmogatdsi konstrukcié keretében.

2A mohé algoritmus olyan déntéshozé algoritmus, amely minden egyes 1épésnél a legjobbnak
t{in® déntést hozza a rendelkezésre 4ll6 lehetéségek koziil, anélkiil hogy el6retekintene.
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Megoldas. Mér pedzegettiik a kérdést a feladat megoldasaban: olyan megoldasokat
keresiink, ahol a szdmnak nincs 20-nal nagyobb p* osztdja, tehéat ezek a primhat-
vanyok johetnek széba:
24,3%,5,7,11,13,17,19.
Més széval a lényegesen kiilonbozé megoldasok a 24-32.5.7-11-13-17-19 =
= 232792560 oszt6i koziil keriilhetnek ki. Az osztokbol véges sok van, ellendrizhe-
t6, hogy koziiliikk melyek megoldasok (lasd a kovetkez6 kérdést). Egy megolddsbol
ujabb megolddst kapunk, ha egy olyan primhatvannyal szorozzuk meg, amellyel
megszorozva nem keletkezik jabb 20-nal kisebb osztd. Ilyen lehet egy 20-nél na-
gyobb prim hatvanya, vagy lehet példdul a 2 valamilyen pozitiv egész hatvanya is,
hiszen ez utébbi esetben a 2 legaldbb az 5.-en szerepelne, ami méar nagyobb, mint
20. Példaul a 144 - 2 = 288 és a 144 - 3 = 432 megoldésok, nem megoldas a 144 -5 =
= 720, de megoldés a 144 - 23 = 3312. Ezzel a mddszerrel megkaphatjuk barmelyik
megoldast.

A megoldashalmaz egy érdekes tulajdonsdga, hogy a megoldédsok 232 792 560-
periodikusan helyezkednek el a szamegyenesen. Ez azért teljesiil, mert egy megoldés
azért megoldds, mert a 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 primek olyan hatvanyon szerepel-
nek benne, amilyenen, és ez nem valtozik a 232 792 560-nal val6 eltolassal. Ebben a
kijelentésben azért van egy kis csusztatds: ha a megolddsban az egyik prim maxi-
malis (vagy anndl nagyobb) hatvanyon szerepel, akkor az eltoldssal neki véltozhat
a kitevéje, de nem csokkenhet a maximaélis kitevo ald, és ez a 20-nal kisebb osztok
szamat nem befolyésolja.

2. kérdés. 232792 560-nak hdny olyan pozitiv osztdja van, amelynek pontosan tiz
pozitiv osztdja van a 20-ndl nem nagyobb szamok kozott?

Megoldas. 232792560 osztéibdl az ismert allitas alapjan 5-3-2-2-2-2-2-2=
= 960 darab van, igy ezt méar nem szivesen ellenérizné az ember , kézzel”, érdemes
programot irni ra. ;

De ha mar emlegettiik az ,ismert allitast”, ne essiink neki teljesen naiv médon
az osztok keresésének, végignézve a szamokat 1-t61 232 792 560-ig: a triikk az allitds
bizonyitdsaban, hogy az osztékban minden primtényezo kitevGje lehet barmi 0-t6l
a szamban talalhaté kitevoig, hat listdzzuk ez alapjan az osztokat a programban.

Nyilvéan tovébb is fogunk édltaldnositani, tehét ne direktben erre a 20-as szdmra
irjuk meg a programunkat, hanem &ltalanosabban: k darab osztét fogunk keresni,
amelyek nem nagyobbak n-nél.

Amikor az ember elkezd gondolkodni egy program megirdsan, akkor végig kell
gondolnia, hogy mit hogyan kivdn ,modellezni” a programban, mit hogyan kell
tarolni, melyik adatot hogyan kell kezelni és milyen algoritmus alapjén fog dolgozni
a program. Ebben a konkrét esetben:

1. Egyel6re nem akarunk primszamok keresésére programot irni, ,égessiik be” a
programunkba az els6 néhany primszamot példaul a https://oeis.org/A
000040 weboldal alapjan.

2. A primek hatvdnyainak szorzatdval kell szdmolnunk, ezt tgy tarolhatjuk,
hogy egy tombben megadjuk a megfelel6 kitevot a primekhez.

3. Az 6sszes lehetséges kitevé-kombinaciot ki kell probalnunk, erre legegyszertibb
egy rekurziv fiiggvényt frni, ami kiprébélja az éppen aktudlis prim kitevéit
és meghivja 6nmagét a kovetkez6 primre.
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4. Es ezt kétszer kell megtenniink: a konkrét esetben a 232792 560 osztéira kell
ellendrizniink, hogy azok osztéibdl 10 darab van-e, amelyek nem nagyobbak,
mint 20.

Ezek alapjén elkezdhetjiik megirni a programot:

p. : Egészek témbje := (2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53]
NP : Egész := Elemszam(p)

ph, oh, koh : Egészek tdmbje

n, k : Egész

A p témbben téaroljuk a ,beégetett” primszamainkat, az NP megadja ezek
szaméat. A ph (prim hatvény) tombben lesz, hogy n-ig melyik prim maximum
melyik hatvanyon szerepelhet, a konkrét n = 20 esetben (a fentiek alapjan) ebben
a tdmbben a kovetkez6 szdmok lesznek majd:

4,2,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0.

Az oh (oszté hatvény) tombben lesznek az osztdk kitevdi, és a koh (kis 0szté
hatvény) az oszték osztéinak kitevoi.

Izlések és pofonok kiilonbdzdek, ahogy szoktdk mondani: egy programot lehet
alulrél felfelé, és feliilrdl lefelé felépiteni. A szerz6 ez utébbit preferdlja: hidba irjuk
meg az egyszeriibb, egy késébbi, dsszefoglalé algoritmusban felhaszndlandé fiigg-
vényeket, ha végiil azokbdl mégsem sikeriil 6sszerakni a teljes programot. ﬁgyhogy
kezdjiik a f6 (main) fiiggvénnyel. Miutén bekértiik n és k értékét és persze ellenériz-
tiik, hogy azok megfeleléek-e (1 < n < 53,1 < k < n) meg kell hatdroznunk, hogy
melyik prim maximum mekkora hatvényon szerepelhet:

j : Egész := 1
i : Egész := 0
ph[i] := Egész(log(n+0.5)/log(pl[i]))

Ciklus amig i<NP és ph[i]>0
Ki: pfil *=" phii}

j := j * Egész(Kerekit (Hatvany(p[i],ph[i])))
i = i+l
Ha i<NP akkor ph[i] := Egész(log(n+0.5)/log(p[i]))

Ciklus vége
Ki: "=" j "osztdéit wvizsgaljuk"

A ph[i] kiszamolasakor lényegében az n adott prim alapi logaritmusdnak
egészrészét vesszilk, a +0 . 5-re azért van sziikség, hogy az esetleges kerekitési hiba-
kat kikiiszoboljiikk. (Motté: ,Tévedni emberi dolog, de igazdn dsszekutyulni valamit
csak szamitégéppel lehet”.) Ellenérzésképpen kiirjuk, hogy melyik prim maximum
hényadik hatvényon szerepelhet, és hogy ezeknek mi a szorzata (itt is vigydzva az
esetleges kerekitési hibdkra). A konkrét n = 20 esetben meg is kapjuk a 232 792 560
szdmot. Ezek utdn meghivhatjuk a ,kiils6” rekurziv fiiggvényiinket, ami meghaté-
rozza ezen szam Osszes osztéjat a primkitevok végigprobalgatasaval:
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osz : Egész

Eljards osztok( s : Egész )
Ha s<NP és ph[s]>0 akkor
oh[s] := 0
Ciklus amig oh[s]<=ph[s]
osztok (s+1)

oh[s] := oh[s] + 1
Ciklus vége
Kiildénben
osz := 0
Ha osztokszama(0) = k akkor
szam := 1
iz:=0

Ciklus amig i<NP és ph[i]>0

Ha oh[i] > 0 akkor
Ki: pli] "** oh{il

szam := szam * Egész (Kerekit (Hatvany(p[i],oh[i])))

Elagazas vége
i s=d -1
Ciklus vége
Ki: "=" szam
Elagazas vége
Eldgazéas vége
Eljaras vége

A fliggvény alapértelmezett paramétere, hogy az elsé (0. indexii) primszamtol
kezdjiik a kitevék probalgatasat. A fliggvény elészor ellendrzi, hogy kell-e még ki-
tevOket prébédlgatni, ha igen, akkor a megadott primmel ezt megteszi, és meghivja
sajat magéit a kovetkezé prim p tombbeli indexével. A fiiggvény masodik részé-
ben ellendrizziik egy még meg nem irt osztokszama fiiggvénnyel, hogy a kapott
oszténak hény osztéja nem nagyobb, mint n, és ha pontosan k darab, akkor ki-
frjuk az adott oszté primtényezés felbontdsat és magét az osztét is. Es végiil az
osztokszama fiiggvény, ami az el6z6 alapjan mér konnyen értheto:

Fliggvény osztokszama( s : Egész )

: Egész
Ha s<NP és ph[s]>0 akkor
koh[s] := 0
Ciklus amig koh[s]<=oh[s]
osztokszama (s+1)
koh[s] := koh[s] + 1
Ciklus vége
Kiilénben
szam := 1
i:=0
Ciklus amig i<NP és ph[i]>0
szam := szam x Egész (Kerekit (Hatvany(p[i],koh[i])))

L = d #£1
Ciklus vége

Ha szam<=n akkor osz := osz + 1

Elagazéas vége
osztokszama := osz
Fliggvény vége

Futtatva ezt a programot n = 20 és k = 10 bemend paraméterekkel dsszesen

84 darab osztét kapunk:
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274 372 571 741 111 1371 1771 1971 = 232792560 osztdit ‘vizsgal juk«

342 571 771 1171 1371 1771 19”71 = 14549535
271 5721:71 11”1 1371 1771 1941 = 3233230
2+~1 3*1 7*1 11~1 1371 1771 1971 = 1939938
274 371 1171 1371 = 6864

2”4 371 7*1 = 336

274 372 = 144

Néhany osztot ,kézzel” ellendrizve tigy tiinik, hogy a programban nincs hiba.
Hat akkor kisérletezziink, jatsszunk egy kicsit a programmal. Gyorsan kideriil, hogy
mégis van valami probléma, ugyanis n = 23 esetén a futtatés els6 soraban ezt latjuk
(ez operacios rendszer fiiggd lehet, ha az Egész tipus 4 byte-os egészt jelent, akkor
nem lesz jé az eredmény):

274 372 51 771 1171 1371 1771 1971 2371 = -2147483648 osztdit vizsgaljuk.

Pozitiv szamok szorzataként negativ szamot kaptunk: ez matematikailag nyil-
véan lehetetlen. Ez egy tipikus tilcsordulasi hiba: a tényleges 5 354 228 880-o0s ered-
mény nem fér bele a 4 byte-os egész szamabrazolasba. Kicserélhetnénk a megfelel6
helyeken az Egész tipust tin. Hosszu Egész tipusra (8 byte-os egész szdm), ak-
kor 43-nal fog tilcsordulni a dolog. De ha nem ragaszkodunk a kiindulé szam és
az osztok kifrdsdhoz, megelégsziink azok primtényezis felbontédséval is, akkor egy
minimaélis médositdssal a programunk tokéletesen fog miikkédni. Az olvaséra bizzuk
annak a programrésznek a megtalalasat, ahol ezt a mddositast végre kell hajtani
ahhoz, hogy a program jé eredményt produkaljon. Ugyancsak érdekes feladat lehet
ennek a programnak a felgyorsitdsa, hiszen mar n = 42 és k = 21 esetén is kb. 15
madsodpercig fut a program, amig megtaldlja a 3218 darab megfelel6 osztot.

De menjiink tovabb.

3. kérdés. Van-e olyan szdm, amelynek pontosan k db pozitiv osztéja van az n-nél
nem nagyobb szdmok kozott (k <n)?

Megoldas. A eredeti feladat megolddsdban hasznalt mohd algoritmus alapjén irha-
tunk egy programot, ami adott n és k, vagy akér elég sok (n, k) par esetén ellendrzi
az allitast. Mit kell megvéaltoztatni az eddigi programunkban ehhez? A {6 fiiggvény-
ben végigprébéljuk a lehetséges (n, k) parokat:

i : Egész

Ciklus n := 1-t8l1 p[NP-1]-ig
i:=0
ph[i] := Egész(log(n+0.5)/log(p[i]))
Ciklus amig i<NP-1 és ph[i]>0
i:=1i+1
ph[i] := Egész(log(n+0.5)/log(p[i]))
Ciklus vége
Ciklus k := 2-tél n-ig
Ki: n, k
Ha osztok (0) akkor Ki: "van" Kiilénben Ki: "nincs"
Ciklus vége
Ciklus vége

Vegyiik észre, hogy nem ellendrizziik a k =1 esetet egyetlen n esetén sem,
hiszen pontosan 1 osztét az 1-es szdm ad minden n-re (az n-nél nagyobb primek
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hatvényainak szorzataiként képzett szamok ilyenek még, mas lehetséges megoldds
erre nincs). Az osztok fiiggvény annyiban véltozik, hogy visszaadja, hogy sike-
riilt-e megfeleld szdamot taldlni az adott (n, k) parhoz, és persze &tirjuk ,,mohoéra”,
vagyis nagy kitevoktél megyiink a kisebbek felé, és az els6 taldlatnél kiszdllunk:

osz: Egész

Fliggvény osztok(s) : Logikai
Ha s = 0 akkor
i::=0
Ciklus amig i<NP és ph[i]>0
oh[i] := 0
i = i+l

Ciklus vége
Eladgazéas vége
Ha s<NP és ph[s]>0 akkor
oh[s] := phl[s]
Ciklus amig oh[s]>=0
osz := 0
aktosz := osztokszama(0)
Ha aktosz=k akkor
osztok := IGAZ
Kiildnben
Ha aktosz<k és osztok(s+1l) akkor osztok := IGAZ
Elagazéas vége
oh[s] -=1
Ciklus vége
Eladgazas vége
osztok := HAMIS
Fliggvény vége

Erdemes végiggondolni, hogy kezdetben itt miért kell 0-val feltolteni az oh
tombot, és miért nem kellett ezt megtenni kordbban.

Az osztokszama fiiggvényen viszont el kell végezni azt a bizonyos minimalis
atalakitdst, ami azon kiviil, hogy garantélja a helyes miikodést, gyorsit is a prog-
ramon. Ez ugyanis az egyetlen hely, ahol ténylegesen ki kell szdmoljunk egy prim-
hatvdnyokkal megadott szdmot (hiszen dssze kell hasonlitanunk n-el), és emiatt
ez tilesordulhat. Ennek megolddsa, hogy mar a szamolési ciklusban ellenérizziik,
hogy til nagy szamot kaptunk-e, és kiszallunk, ha igen:

szam := 1

i:=0

Ciklus amig i<NP és ph[i]>0 és szam <= n
szam := szam * Egész(Kerekit (Hatvany(p[i],koh[i])))
1= 3 +1

Ciklus vége

Ha szam<=n akkor osz := osz + 1

A program igy médositva kevesebb, mint mésfél masodperc alatt lefut, és azt
adja eredményiil, hogy n < 53-ra minden (n, k) parhoz van megfelel6 szam. Itt is le-
het egy kis matematikai okoskodéssal, és az annak megfelelé program-atalakitassal
gyorsitani: az olvasé gondolja meg, hogy a k = n esetet sem kell ellenérizni, és azt
tovabbgondolva egy akér tizszeres gyorsitas is elérhetd. De jobb algoritmus is van:
olyan, aminél a tiilcsordulds nem jon el6 (legaldbbis addig nem, amig egyéltaldn van
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tiirelme az embernek kivarni a programfutést), és el tudunk menni par mésodperc
alatt akar n = 600-ig is (hézi feladat ©). Csak sszehasonlitasképpen: a fent leirt
algoritmus szerint n = 600-ra a kiindulé szamnak kb. 3 - 103 darab osztéja van, el-
vileg azokat kellene ellendrizni, ami mar kivarhatatlan id6 lenne. Persze azért nem
ennyire rossz a helyzet, hiszen a mohé algoritmus miatt nem ellenérziink minden
oszt6t, de a fenti algoritmussal akkor is érakba keriil mér csak az n = 600-as eset
is, nemhogy addig az Osszes szam. Mindenesetre az ,eredmény”, a sejtés megvan:
minden (n, k) parhoz van megfelelé szam, mar ,csak” be kellene bizonyftani.

Miel6tt nagyon nekiesnénk a bizonyitasnak, nézziik meg, mennyire hatékony
a moh¢ algoritmus ennél a probléménal. Médositsuk egy kicsit az osztok fiiggvé-
nyiinket, ellenérizziik le, hogy ha egy adott primhez felvettiik a maximalis kitevét,
ami még belefér az elvart osztok szamaba, akkor utdna kell-e visszdbb 1épniink:

Kiilénben
Ha aktosz<k akkor
Ha osztok(s+1l) akkor osztokszama := IGAZ
Kiilénben Ki: "Visszalépés"
Elagazas vége
Elagazas vége

Es az deriil ki, hogy nem! Vagyis a mohé algoritmus nagyon hatékony ebben
az esetben (nem mindig az). Masrészt ez azt is jelenti, hogy a bizonyitdsunkhoz
van egy sejtésiink a megfelelé szam megkonstrudlasara: a mohé algoritmus szerint
osszuk ki a kitevéket. Mondjuk hat ki az allitdsunkat.

4. allitas. A fenti mohd algoritmussal lehet talalni olyan természetes szimot, amely-
nek pontosan k db pozitiv osztdja van az n-nél nem nagyobb szdmok kizott (k < n).

Megoldas. Ennek az éllitasnak egy egyszertibb (?) véltozata volt a 2023. évi Sch-
weitzer Miklos Matematikai Emlékverseny hatodik feladata, amelyben a mohé al-
goritmusra valé utalds nélkiil és csak elegendéen nagy n-ekre kellett belatni az
allitést. A kitlizés és a bizonyitds megtaldlhat6 a Bolyai Téarsulat honlapjén ([2]).
A 4. Allités annyival tobb annal a feladatnél, hogy ezt minden n-re be kell lat-
nunk. A megjelent bizonyitds nem foglalkozik azzal a kérdéssel, hogy konkrétan
milyen nagy n-ektol kezdve teljesiil az éllitds, de Gvatosabb becsléseket alkalmazva
ellendrizhetd, hogy n > 599 esetére is adhaté hasonld bizonyitas. Az éllitas bizonyi-
tasat a fent emlitett hézi feladat teszi teljessé: ha megirunk egy olyan programot,
ami n < 598 esetén ellendrzi azt (nem volt véletlen a 600-as szdm ©). Amennyi-
ben az olvasét érdekli a probléma, és taldl egy megfeleléen gyors algoritmust ra, a
program forraskddjat elkiildheti a hf@server.math.u-szeged.hu e-mail cim-
re 2024. februdr 15-ig. A leginnovativabb megolddsokbdl egy cikket terveziink irni
egy kés6bbi KoMaL szamban.

[1] https://ematlap.hu/fooldal-2023-2

[ﬂ https://www.bolyai.hu/versenyek-schweitzer-miklos-emlekverseny/
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