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Javitott kézirat

Bevezetés

A kovetkezd, haromrészes cikksorozatban a szdmolasi képesség fejlodésével foglalkozom,
annak alapjaival, kiilonos tekintettel azzal, hogy a nyelvi kod mennyire nélkiilozhetetlen
szerepet jatszik a szamolassal kapcsolatos dolgok elsajatitasaban. A szamlalasi,' szamolasi
képesség fejlodése, a mennyiségreprezentaciok kialakuldsa bizonyos szinttdl kezdve nem
miikodik a nyelvi kéd ismerete nélkiil. Az elsé részben arrdl lesz sz6, hogy miféle
mennyiségismerettel rendelkeznek az dallatok, miért érdekes ez az ember szédmoldsi
képességének megismerésével kapcsolatban, tovabba hogy a szdmrendszerrel nem rendelkezd
torzsekkel  folytatott  kisérletek  mit  igazoltak a  szamolas alapjaival, a
mennyiségreprezentaciok jelenlétével kapcsolatban. A szamolasi képesség tovabbi
Osszefiiggéseinek megértéséhez részletezem — a terjedelmi korlatok megtartasa mellett —
Dehaene harmaskod-modelljét.

A sorozatnak a dedikalt célja, hogy a matematikdhoz (algebrahoz/aritmetikdhoz ¢és
geometridhoz) kotddo képességeket a nyelvi képességek fejlodésének vetiiletében mutassa be,
azaz jelen irds nem tartozik szorosan a matematikatanitds modszertanahoz, hanem a nyelv
elengedhetetlen voltat, a fogalmak kialakitasat és alapvetd sziikségszerliségét emeli a
fokuszba. Eletkorilag tekintve a tanulmany az iskola elétti, illetve az iskolaba 1épd
korosztalyra fokuszal, mert a matematikai miiveletekhez tartozo egyes kifejezések ismerete
ebben a korai ¢letkorban hozzatartozik az iskolaérettséghez.

A masodik részben foglalkozom a szdmolasi képesség fejlodésével, a szdmolasi képességet
mérd tesztekkel, illetve roviden az 6vodaskortak szamolasi képességének fejlesztésével. A
harmadik részben pedig a matematikai feladatok ¢€s a szovegértés 0sszefiiggését targyalom.
Kiindulopontként idézziik Krajesi (2014) tanulmanyat, amelyben alapvetésként fogalmazza

meg, hogy barmiféle, szamoléassal kapcsolatos tevékenység megkezdéséhez legalabb két

1 A szamlalés alatt inkabb azt értjiik, amikor megszamlalunk dolgokat, pl. 1, 2, 3, 4 stb.
2 A szamolas fogalma a szélesebb, a koznyelvben beletartozik a szamlalas is, illetve a szamokkal vald miiveletek
is, pl. 2+3=5.
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alapvetd dologra van sziikség: az egyik egy mennyiségrendszer észlelése valamilyen
formaban, a masik a vizualis targyfelismerd rendszer, amely legfeljebb 4 targyat tud kovetni.

Ez minden ,,szamolasi” feladat elofeltétele.

Allatokkal végzett szamolasi kisérletek

Gyakori kérdésként lehet hallani ezen a teriileten nem jartas, de érdekl6dé emberektdl, hogy
az allatok tudnak-e szamolni. Vajon mi ennek a jelentdsége az emberek szamolasi
képességében? Az allatok viselkedésébol, illetve a veliik folytatott kutatasokbol szamos
dolgot megérthetiink az emberre vonatkoztatva is. Ehhez még az is hozzéjarul, hogy az allatok
kommunikalnak ugyan, de nem beszélnek. Akkor tudnak vajon szamolni? Hauser (2002) Vad
elmék cimi konyvében ir az allatok szamolasi képességérdl. Az allatoknak t6bb szempontbol
is rendelkezniiik kell valamiféle mennyiségismerettel: ez dsszefliggésben van:

e a taplalékhely-taldld  tevékenységgel ¢és az ezzel ardnyos, optimalis
energiabefektetéssel, itt példaul igen kozismert a méhek kommunikdcidja a
taplalékhely-keresésre vonatkozoan;

e az egymassal folytatott vetélkedéssel, példaul a palackorrii delfinek csoportosulni is
tudnak mas csoportokkal, hogy legy6zzék a harmadik csoportot;

e az cllenfél Osszetételének felmérése kapcsolodik még a parkereséshez is: példaul
amikor a him oroszlan a meghdditani kivant oroszlanfalka bombolésének
hangosszetétel-elemzésével méri fel, milyen esélye van a masik csapat
megtamadasara, hogy 6 lehessen a ndstény oroszlanok 1;j ,,kakasa”.

Egyes  elképzelések  szerint a  vizsgalt allatok az  egy-tobb-kevesebb-sok
mennyiségmegkiilonboztetd képességgel rendelkeznek.

A cirkuszban bemutatott allatok szamolasi képességeirdl kideriilt, hogy az emberek egyéb
metakommunikativ jeleib8l (pl. Hans, az okos 16 esete)® tudjak azonositani a szamokat,
,tudnak” szamolni, 6sszeadni stb. (Hauser, 2002). Hauser szamos kisérletrél szamol be olyan
allatokkal (patkanyokkal, galambokkal) kapcsolatban, amelyeket szamolni tanitottak. Koztiik

az Irene Pepperberg Alex nevii, hires afrikai sziirkepapagajarol is ir,* aki tobb évig tanult

A YouTube-on tobb video talalhato rola.

4 YouTube-on talalhaté videdk Pepperbergrol  és  Alexr6l angolul: Alex the Genius Parrot:

https://www.youtube.com/watch?v=gGT5JEeOryQ&ab channel=BBBirdie; Alex The Parrot:
https://www.youtube.com/watch?v=w8LepYR8v9A&ab channel=HarvardUniversity. A kutatond szerint Alex
bizonyos kognitiv képességei 5-6 éves gyerekekének megfeleltethetd szintet mutatott (a videok utolso letdltési
ideje: 2024. 07. 19.). Masok szerint ez négyévesekre lehet inkabb jellemz6. A Pepperberg altal alkalmazott
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beszélni, és Ki tudott fejezni olyan komplex fogalmakat, mint a néhdny, az egy se, a semmi, és
szaznal tobb szot, féleg igéket és foneveket, kiilonféle rovidebb kifejezéseket tudott mondani,
de igazi nyelvi rendszere nem fejlédott ki. Alex értette, hogy mi az, ami szinben, formaban,
anyagban, nagysdagban ugyanolyan; mi az, ami kiilonbozé. Szineket, formakat, anyagokat
tudott megnevezni, és meg tudta mondani hatig® dolgokrél, hogy az hany darab, vagy akar
szamkép alapjan is helyesen dontott arrol, hogy melyik a tobb. Alex kiilonféle targyfajtak
csoportositasaval és szinkombinaciok alkalmazasaval is tudott szelektalni és dsszeadni. Ugy
tiinik, tudott gondolkodni, kovetkeztetéseket levonni.® Vagyis ezek alapjan belathato, hogy a
papagdjok is szdmos olyan velesziiletett megkiilonboztetd képességgel rendelkeznek,
amelyekre kismértékben épithetd nyelvi €s szdmolasi rendszer. Mindez azt jelenti, tisztaban
vannak a nyelv mint absztrakt és Onkényes szimbolum és a targy egymashoz rendelt
viszonyaval, a tulajdonsagdifferencidkkal, illetve a kardinalitassal (ami a megszamolt dolgok
utols6 szama, a targyak osszege) (Hauser, 2002, 87). Lehet, hogy ezeknek az allatoknak van
valamiféle kezdetleges szamolasi képességiik, valamilyen szadmkategoria-ismeretiik, de
szamfogalommal nem rendelkeznek.

Egy masik, szdmolasi kisérletbe bevont allat volt Matsuzawanak az Ai nevill csimpénza. Ai,
ahogy Hauser irja, 10-ig ismerte a szamsort; egy 1 és 10 kdzotti szamsort nagysag szerint
tudott rendezni’ — fiiggetleniil a szamok kozti kiilonbség mértékétsl (pl. 5-1-4-et rendezte 1-4-
5 sorrendben) —, vagyis értette a szamok kozti viszonyokat, ami azt jelentette, hogy Ai tanitas
hatéaséra el tudta sajatitani a szamfogalom bizonyos aspektusait. Mind Alexszel és Aival, mind
tovabbi bunder- és selyemmajmokkal folytatott kutatasokban arra jutottak, hogy a tanitott
majmok joval tobb éves munkdval sajatitottak el az absztrakt szdmértéshez kapcsolodo, a
megtanult elemekhez képest eggyel nagyobb szamok ismeretét, a szdmok Osszeadasat,

kivonasat, mint a gyerekek. Am mindezek is csak kis szamokkal miikodtek (tobbnyire kb.

modell-rivalis haromszogii tréningmodszert mas allatok tanitdsara is hasznaljék, illetve autizmusspektrum-zavart
mutato, fizikai, nyelvi lemaradasban 1évé gyermekek fejlesztésénél is alkalmazzak.

5 A vided alapjan nyolcig tudta megmondani a szamokat. A szamkép alapjan meg tudta mondani, hogy melyik a
nagyobb szam, példaul az 5 vagy a 8.

6 Alex, ugy tlinik, rendelkezett némi pragmatikai ismeretekkel, ha értelmezziik Kabai (2011) mondatat: ,,Alex
valosziniileg gyakorolta az emberi gondolkodas legnagyobb vivmanyait, a hazudozdst és a semmi fogalmat. A
talcan 1évo két piros, harom kék és négy zold kocka alapjan valaszolnia kellett arra a kérdésre: milyen szin
harom? A papagéj nem akart dolgozni, helyette csikizést kért, és a kérdésre tobbszor azzal valaszolt, hogy ot.
Végiil Irene Pepperberg azt mondta: Na, jol van, milyen szin 6t? Mire Alex azt mondta: Semmi.” (Kabai, 2011,
927).

" Ebben a videdban Matsuzawa a majmok és Ai egyéb kognitiv képességei mellett azt mutatja, hogy Ai 19-ig
ismerte sorban a szamokat:
https://www.youtube.com/watch?v=3HLw8ThAmxE&ab_channel=UniversityofCaliforniaTelevision%28UCTV
%29 (15:25-nél) (letdltés 2024. 09, 10.). Még szamos érdekes videds anyag talalhato, elsdsorban angolul az Ai-
vel folytatott vizsgalatokkal kapcsolatban az interneten.
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haromig), ami azt jelenti, hogy mas médon képezik le a szamokat, mint az ember.® Az allatok
mogottes mentalis miiveleteirdl kiilonféle elképzelések vannak, de biztos, hogy az emberre
jellemzd szamolasi képességgel (pl. a szdmfogalmi hianyossagaik miatt) nem birnak, illetve
csak nagyon kis szamokkal tudnak valamiféle szamolashoz kapcsolddd miiveletet elvégezni,
am rendelkeznek a fentebb felsorolt, 1étfenntartashoz sziikséges relativ mennyiségfelismer6 és
-0sszehasonlité képességgel. Azt, hogy a gyermekek altalanossagban mar az els¢ harom év
utan — viszonylag gyorsan — magasabb szintre fejleszthetd szamolasi, matematikai
képességgel rendelkeznek, a nyelv elsajatitdsanak tulajdonitjak, ami alkalmas a szamlista és

az ahhoz kot6dd szamrendszer konceptualis® megértésére (Hauser, 2002, 88-93).

Szamokat nem vagy csak kismértékben hasznalo torzsek aritmetikai
képességei

Vizsgaltdk olyan torzsek (pl. mundurukuk, pirahdk) szamolasi képességét is, akiknél
nincsenek szdmok, vagy csak 1 és 5 kozti szamokat, illetve csak az egy, a kettd és a sok
szamneveket hasznaltdk — azokat sem megfelelden, vagyis az altalunk ismert/hasznalt médon.
Szamolasuk igy nem tud pontos lenni, viszont az analég mennyiségreprezentacidban (ami a
mentalis szdmegyeneshez kotddik és a becslésben segit) jol teljesitenek. Ez hasonlit az allatok

,,szamolasi” rendszeréhez (Krajcsi, 2014).

A szamolas elofeltételei, 0sszetevoi

Dehaene (2003) harmaskod-modellje szerint szamolaskor harom kiilonb6z6, de egymassal
Osszekapcsolt reprezentacios rendszert hasznalunk:

1. az analog mennyiségreprezentaciot, vagy masként a mentalis szamegyenest, a kozelitd
szamossagi rendszert. Ez a rendszer a szdammegértés alapja. Ez a balrol jobbra, foliilrdl lefelé
torténd irasrendszereknél egy olyan téri jellegli informécid, ami szintén balrol jobbra halad

egy tengelyen a kisebbtdl a nagyobb szdmok felé. Ez segit a becslésekben,

8 Patkanyokkal is végeztek szamolassal kapcsolatos kutatasokat, akiknek pedalt kellett nyomogatniuk ételért, és
fokozatosan emelték az elvart vagy sziikséges pedalnyomasszamot. Minél nagyobb volt a szam, anndl tobbszor
hibaztak.

® A matematikdhoz tartozé konceptualis tudas tehat nemcsak azt foglalja magaban, hogy megértjiik, hogy a
szamok hangsora milyen mennyiségnek, milyen szamképnek és milyen hangsornak feleltetheté meg, hanem azt
is, hogy a kiilonféle aritmetikai miiveletek, mint az dsszeadas, a kivonds, a szorzas stb. mit jelentenck, milyen
szabalyok és alapelvek iranyitjak oket. Ilyen példaul, hogy sszeadasnal és szorzasnal a szamok felcserélhetok
(kommutativitas elve), masként csoportosithatok (pl. (a + b) +¢c = a + (b + c) (asszociativitas elve), hogy az
Osszeadas és a kivonas, illetve a szorzas és az osztas inverz miveletek (Krajcsi, 2014).
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dsszehasonlitasokkor, a kozelité dsszeaddsokban®® és egyesek szerint a szubitizaciéban (a
négy és az az alatti szamossag felismerésében). A szubitizacioé azt jelenti, hogy szamolas
nélkiil, rapillantassal, barmilyen elrendezésben meg tudjuk mondani, hanyat latunk. Négy
folotti szamolaskor is gy tinik, hogy répillantdssal mondjuk meg, hogy példaul nyolcat
latunk, de ez inkabb csak a kanonikus elrendezéseknél sikeres. A kanonikus elrendezés azt
jelenti, ahogy a dobdkockan, a domindn megjelenitjiik a szokdsos modon a targyakat, vagy
ahogy az ujjainkkal mutatjuk a szamokat. A targyak elrendezésének tehat jelentds szerepe van
szamolaskor (Juhasz és Radics, 2017, 2019). Vagyis a szokasos, kanonikus elrendezésben
konnyebb  felismerni a  szdmossdgot, mint az attél eltérd elrendezésben.
(Diszkalkuliaterapiaban ettdl eltérden a pottyoket minél tavolabb helyezik el a négyzetben, pl.

Farkasné Gonczi és Szabg, 2018).

i

1. abra: Az 6t kanonikus megjelenitése dobokockan, dominon és az ujjakon
(Az abrat Heraszika Viktoria készitette a Beszédfejlodés segitése... cimil
konyvemhez. Forras: Juhasz, 2023. 103.)

A nem kanonikus elrendezésekben inkabb valamiféle csoportositasokban adjuk dssze, hogy itt
négy van, ott kettd, ott egy, tehat ez hét. De mindez olyan gyorsan torténik, hogy szinte
rapillantasszertinek érezziik, és nem négy alatti szdmokkal torténd csoportositasos

Osszeadasnak.

10 K bzelitd osszeadas pl. 14+31 a 43-hoz van kozelebb vagy a 49-hez?



2. ébra: A négy nem kanonikus elrendezésben dobokockan és ujjakon
(Az abrat Heraszika Viktoria készitette.)

Nézziik meg, hogy a kisgyermek ugy is felismeri-e a négyet, ha egymas ala rajzolunk harom
pottyot, egy kicsit tavolabb toliik pedig még egyet. Vagy ha két dobokockat teszek egymas
mellé, az egyiken egy pottyot 1at, a masikon harmat, sikeriil-e atlatnia, hogy az négy potty.
Ennek gyakorldsira szdmos tarsasjatékot lehet kapni, barmilyen targgyal lehet gyakorolni,
gombokkal, palcikakkal, kaviccsal, termésekkel, és ne feledjiik, a kéz mindig kéznél van!

Ez az analog mennyiségreprezentacios rendszer nem tudja pontosan tarolni az informadciot,
csak koriilbeliil hatdrozza meg a mennyiséget, igymond ,zajosan”, atfedésekben mas
szamokkal. Minél nagyobb a szam, annal pontatlanabb a tarolds, annal nagyobb atfedése van
mas szamokkal. Minél nagyobb két jel, és minél kisebb koztiik a relativ kiilonbség, annal
nehezebb megkiilonboztetni 6ket. Ezt nevezziikk a numerikus tavolsagi hatasnak. Példaul a 3
és 5 kozti relativ kiilonbség (0,66) kisebb, mint a 153 és 155 kozti (0,1).1* Egyedekre
jellemzd, hogy mennyire pontosak a becslésekben, de az életkor eldrehaladtaval ez a képesség
fejlodik. Egyes elképzelések szerint ennek a rendszernek a fejlettsége Osszefliggést mutat az
iskolai matematikai teljesitménnyel, ezért ennek fejlesztése a matematikai eredményekben is

teljesitményjavulast eredményezhet (lasd még tovabb: Krajcsi, 2010, 2014, 2022);*2

LA tekintetben, hogy két szam koziil melyik a nagyobb, nemcsak a szamok kozti relativ tavolsag a
meghatarozd, hanem a szamok nagysaga is: minél kisebbek a szamok, annal konnyebben, annal gyorsabban
tudjuk megmondani, hogy melyik a nagyobb, ami lehet az aranyhatas kovetkezménye, de Gjabb magyarazatok
szerint fligghet a szamszimbolumok gyakorisagatol is. Tehat egyes kutatasok ezt a gyakorisagi hatasnak
tulajdonitjak: a kisebb szamokat gyakrabban latjuk, ezért vagyunk a kisebb szamok kozti dsszehasonlitasokban
jobbak. Ez az aranyérzékelés az allatoknal is rendelkezésre allhat. A tavolsighatas Uj elmélete szerint ez az
Osszehasonlitds nem a szdmok kiilonbségétdl fiigg, hanem a szdmok ,kis” és ,nagy” tulajdonsagokkal vald
12 £7 a teriilet az agykéreg intraperietalis sulcusaban talalhato, a Wikipédia Numerikus képességek idegrendszeri
alapjai cimi bejegyzésében megnézhetd:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/2/2a/Gray726_intraparietal _sulcus.svg/1280px-
Gray726_intraparietal_sulcus.svg.png. (Letoltés: 2024. 08. 03.)
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2. a szam nevét, az ,,auditoros verbalis szokeretet” vagy masként egy verbalis rendszert, ami a
szamokat hangsorokként, betlisorokként tarolja. Ez képes a szamokat pontosan/diszkréten
tarolni (ez az egy az egyhez valdé megfelelés), de ez a rendszer 6nalléan nem érti, hogy mit
tarol, hiszen ezek onmagukban csak hangsorozatok. Ez tarolja a szorzotablat is, és ez koti
ossze a kiilonféle reprezentacios rendszereket;®

3. a ,vizudlis arab szamformdtumot”, amely képes a szamokat pontosan tarolni.
Feltételezhetden a parossagot is ez segiti megallapitani: hidba halljuk a hangsort, atforditjuk
arab szamma, hogy a parossagot el tudjuk donteni.

Egyes kutatasok szerint a matematikai teljesitmény csak a szimbolikus szam-
Osszehasonlitassal mért teljesitménnyel fiigg Ossze, a nem szimbolikussal mar kevésbé (De
Smedt, Noél, Gilmore és Ansari, 2013 munkajat idézi Krajcsi, 2022).

Fejlodési diszkalkulidsokat vizsgalva azt talaltdk, hogy a fiatalabb gyerekeknél csak a
szimbolikus, azaz a szamokkal kapcsolatos miveleteknél mutatkozott deficit, és a nem
szimbolikus feladatok sériilése csak késObb, 9-10 éves kor koriil jelent meg, amit a
mentalisszamegyenes-elmélet nem tud magyarazni, illetve éppen forditva magyarazna (Noél
¢és Rousselle, 2011 munkajat hivatkozza Krajcsi, 2022).

A harom rendszer kapcsolatban all egymadssal, az idegrendszerben mas-mas teriiletek
miikodése felelds a harom rendszerért (Krajcsi, 2022).

McCloskey (1992) folyamatorientalt modellje szerint a szamolas kialakulasahoz el kell
kiiloniteni magukat a mennyiség megértésére és produkcidjara vonatkozo tényeket (a szamok
kiilonféle formajat pl. a szdmformatum vagy a hangsor bemenete és kimenete), illetve a veliik
végzett miveleti folyamatokat: Osszeadds, szorzas stb. A procedurélis folyamatokhoz
tartozhat a szamok (verbalis és szamkép) atforditasanak képessége is (McCloskey, 1992;
Barrouillet, Camos, Perruchet és Seron, 2004 munkait idézi Krajcsi, 2014).

A kovetkezd részben az ember szamolasi képességének fejlddésével foglalkozom, tovabba az
ezt mérd hazai teszteket mutatom be, de ezek koziil is csak azokat, amelyeket iskolaba 1épésig

hasznalnak.

Ba problémaméret-hatas azt jelenti, hogy minél nagyobb szamokat adunk vagy szorzunk ssze, annal lassabb a
reakcioido.
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