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A munkát az EFOP-3.6.2-16-2017-00005, a TUDFO/47138-1/2019-
ITM FIKP és a GINOP-2.3.2-15-2016-00036 számú pályázatok támo-
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Szegedi Tudományegyetemen szerzett fizi-
kus diplomát. 2016 óta PhD hallgató, kuta-
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A magas rendû felharmonikusok keltése (high-order
harmonic generation: HHG) az optikában azt jelenti,
hogy valamilyen céltárgyra erõs (lézer)fény esik be,
és az anyagi válasz nemlinearitása miatt a keletkezõ
másodlagos sugárzás spektruma tartalmazza a ger-
jesztõ frekvencia egész számú többszöröseit, azaz a
felharmonikusokat is. Elegendõen nagy intenzitás
mellett itt már nem kis egész számokról beszélünk,
infravörös gerjesztés esetén például detektálhatók a
már az extrém ultraibolya tartományba (néhányszor
10 nm hullámhossz környékére) esõ felharmonikusok
is. A jelenség alapos vizsgálata a nagyintenzitású
fény-anyag kölcsönhatás fizikai hátterének megérté-
séhez járul hozzá, ugyanakkor lézertechnológiai
szempontból is fontos, mivel elegendõen sok, megfe-
lelõ fázisban lévõ felharmonikus a szuperpoźció ré-
vén nagyon rövid impulzussá állhat össze [1–3]. (A
közeli vagy középinfravörös tartományba esõ gerjesz-
tés esetén ez attoszekundumos idõskálát jelent.) Ma-
gas rendû felharmonikusok keletkezését elõször gáz-
mintákban tapasztalták [4, 5], de azóta már plazmák-
ban [6] és széles tiltott sávú szilárdtestekben [7, 8] kel-
tett harmonikusokat is detektáltak.

A jelenség hagyományos értelmezése a félklasszi-
kus léráson alapul, amikor a gerjesztõ teret egysze-
rûen egy idõfüggõ klasszikus mezõnek tekintjük, ḿg
a „céltárgyat” a kvantummechanika seǵtségével ́rjuk
le [9, 10]. Legtöbbször magukat a felharmonikusokat
is klasszikus módon kezelik, ami alacsony intenzitá-
suk miatt nem feltétlenül vág egybe azzal a ökölsza-
bállyal, hogy akkor nem okoz komoly hibát egy elekt-
romágneses módus klasszikus kezelése, ha annak
karakterisztikus fotonszáma nagy, azaz egyetlen foton
hozzáadása vagy elvétele nem okoz számottevõ válto-
zást. A felharmonikus módusok kvantált lérása felé
mutató egyik elsõ lépést a [11] cikkünk adta, amely-
nek összefoglalása magyar nyelven is elérhetõ a Fizi-
kai Szemlében [12].

Érdekes módon, a fent emĺtett ökölszabálynak
ellentmondva, ḱsérleti eredmények is mutatják azt,
hogy a magas rendû felharmonikusok keltésének
teljes megértéséhez az erõs gerjesztõ tér kvantált le-
́rása is szükséges. A mérési eredmények [13, 14] sze-
rint, ha meghatározzuk az erõs, középinfravörös tar-
tományba esõ tér fotonszámeloszlását akár gáz- [13],
akár szilárdtest-mintákkal [14] való kölcsönhatás után,
azt tapasztaljuk, hogy ez az eloszlás a felharmoniku-
sok spektrumának jellegzetességeit tükrözi. (A máso-
dik ḱsérletet a szegedi ELI központban végezték el.)
Az eredmények azt jelentik, hogy az anyaggal történõ
kölcsönhatás visszahatása a gerjesztõ térre a mezõ
csak kvantumosan lérható tulajdonságaiban is megfi-
gyelhetõ. E kérdés vizsgálata lényegében a [11] mun-
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ka komplementere: korábban [11] a felharmonikus-

1. ábra. A kezdetben alapállapotban lévõ atom és koherens álla-
potban lévõ mezõ idõfejlõdésének szemléltetése a fázistéren két
koherens állapot esetére, azaz „erõstér-közeĺtésben”, azaz Ha el-
hanyagolásával.
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módusokat, most pedig a gerjesztõ teret [17] tekintjük
kvantáltnak. (A teljesen kvantumos lérás kidolgozása
jelenleg még folyamatban van.)

Az elméletet tekintve, szabad töltött részecskék
kvantált térrel való kölcsönhatásának a lérása mind
relativisztikus [15], mind pedig nemrelativisztikus [16]
esetben ismert. A [15] munka a HHG elsõ nempertur-
bat́v tárgyalása nemlineáris Compton-szórás esetén.
A ḱsérleti cikkek [13, 14] maguk is tartalmaznak egy-
fajta elméleti indoklást, ugyanakkor korántsem álĺt-
hatjuk, hogy mostanra már a teljes folyamat minden
részletét értjük. Ezért észszerû, ha a lehetõ legegysze-
rûbb modellt tekintve próbáljuk meg felfedni a folya-
matért felelõs fizikai mechanizmusokat. Ezt tettük a
[17] munkában, amelynek fõ eredményeit a követke-
zõkben fogjuk összefoglalni.

Modell

A továbbiakban egy jól ismert, klasszikusnak tekint-
hetõ kvantumoptikai modell azon határesetét vizsgál-
juk, amikor a gerjesztõ tér annyira erõs, hogy képes
felharmonikusokat kelteni. A Jaynes–Cummings–Paul
(JCP) modellben egyetlen elektromágnes módust te-
kintünk, amely egyetlen atommal áll kölcsönhatás-
ban, és az egyszerûség kedvéért az atomot is összesen
két kvantumállapottal vesszük figyelembe. A rendszert
léró Hamilton-operátor a következõ:

ahol az elsõ tag az atomi rendszert, a második a me-

(1)
H = Ha + Hm + Ham =

= ¥
2

ω0 σz + ¥ω a ✝ a + ¥Ω σx a + a ✝ ,

zõt, Ham pedig a kölcsönhatásukat ́rja le. Az egyenlet-
ben a kétszer kettes Pauli-mátrixok (σx és σz ), illetve
a módus keltõ (a ✝) és eltüntetõ (a ) operátorai jelen-
nek meg. A két atomi ńvó közötti energiakülönbség
¥ω0, és ω jelöli a gerjesztõ módus frekvenciáját. A köl-
csönhatási operátor lényegében dipólmomentum ×
térerõsség alakú, mivel a dipólmomentum-operátor
σx -szel, a térerõsség pedig (a ✝ + a )-val arányos. A
ZnO mintában, 800 nm központi hullámhosszú ger-
jesztéssel keltett felharmonikusok esetének [14] meg-
felelõen ω0/ω = 2,2, ami a ZnO tiltott sávjának és a ¥ω
fotonenergiának az aránya. A kölcsönhatás erõsségét
meghatározó Ω Rabi-frekvencia nagyságrendekkel ki-
sebb, mint akár ω vagy ω0. Technikai megjegyzésként
érdemes felh́vni a figyelmet arra, hogy ilyen erõs
elhangolás mellett semmiképpen nem lenne reális a
rezonanciához (ω ≈ ω0) közeli esetben (a JCP-modell
eredeti megfogalmazása) érvényes forgóhullámú kö-
zeĺtés, amely az (1) egyenlettõl a kölcsönhatási tag
alakjában különbözik. Emellett könnyen megmutatha-
tó, hogy a forgóhullám-közeĺtés egyáltalán nem vezet
HHG-hez, azaz az (1) egyenlet által adott modell – ha
a felharmonikusok keltésének elemzése a célunk –
praktikusan tovább már nem egyszerûśthetõ.

A rendszer dinamikájának száḿtásához szükség
van egy kezdõállapotra, ami az atomi rendszer esetén
az alacsonyabb energiához tartozó (alap)állapot, ḿg
mezõ esetében egy |α0〉-lal jelölt koherens állapotot
tételezünk fel. A koherens állapotok a mezõ legin-
kább klasszikusnak tekinthetõ állapotai, ahol a maxi-
mális térerõsség a komplex értékû α0 paraméter ab-
szolút értékével arányos. Ez azt jelenti, hogy az erõs
gerjesztés esete nagy |α0|-hoz tartozik.

Eredmények

A koherens állapotok idõfejlõdése kölcsönhatás nél-
kül a tankönyvekbõl ismert. Az

idõfüggõ Schrödinger-egyenlet megoldása, ha t = 0-

i ¥ ∂|φ 〉
∂ t

= Ha |φ 〉

ban |φ 〉 = |α0〉, akkor

azaz a koherens állapot az idõ múlásával is koherens

|φ 〉(t ) = |α0 exp(−iω t )〉,

marad, mindössze az indexe változik. Ez a változás a
módus fázisterével azonośtható α komplex śkon egy
α0 sugarú körnek felel meg, amelyen a periódusidõ
alatt halad körbe az állapotot reprezentáló pont. (Mi-
vel a térerõsség várható értéke α valós részével ará-
nyos, annak idõfüggése – nem meglepõ módon –
cosω t-vel fog oszcillálni.)

Ez a jól ismert idõfejlõdés természetesen megválto-
zik, ha figyelembe vesszük az anyaggal való kölcsön-
hatást. Általános esetben az (1) Hamilton-operátor
által generált dinamika megoldása nem ismert, ugyan-
akkor esetünkben – mivel intenźv gerjesztést feltéte-
lezünk – értelmes az „erõstér-közeĺtés”, amikor az
atomi Hamilton-operátor hatását elhanyagoljuk. Ekkor
még analitikusan fel tudjuk ́rni az idõfüggõ Schrödin-
ger-egyenlet megoldását [17]. Az elõzõ fejezet végén
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megadott kezdeti feltételek esetén azt kapjuk, hogy a

2. ábra. A gerjesztõ módus Wigner-függvénye abban az esetben, ha a teljes, közeĺtések
nélküli dinamikát tekintjük. A nyolc, jól elkülöńthetõ rész különbözõ idõpillanatokhoz
tartozik az elsõ optikai ciklusban: t = 0, 1/8T, 2/8T, …, 7/8T. A paramétereket (α0 = 10,
ω /Ω = 0,5) úgy választottuk meg, hogy jól szemléltessék a jelenséget. Realisztikus esetben
ennél sokkal erõsebb a lokalizáció.
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dinamika során a kezdeti egyetlen |α0〉 állapot két
koherens állapotra esik szét, amelyekhez különbözõ
atomi állapotok tartoznak. Az alapállapotot példának
tekintve, az úgy is feĺrható, mint σx két sajátállapotá-
nak azonos súlyú szuperpoźciója, és a két σx sajátálla-
pothoz egymástól eltérõ idõfüggésû koherens állapot
tartozik. Ezt a dinamikát az 1. ábra szemlélteti, ahol a
két különbözõ koherens állapotot piros és kék sźn
reprezentálja. Kezdetben (t = 0) ezek megegyeznek
(lila pont), az optikai ciklus során eltávolodnak egy-
mástól (ennek mértéke Ω/ω-val arányos), majd ismét
egybeesnek a t = T = 2π/ω idõpillanatban. Szokásos
módon a másodlagos sugárzás és ́gy a magasrendû
harmonikusok forrásának az atomi dipólmomentumot
(pontosabban annak megváltozását) tekintjük. Ezt
figyelembe véve fontos megjegyezni, hogy az erõstér-
közeĺtést alkalmazó megoldás még nem elegendõ a
felharmonikusok megjelenésének megmagyarázására,
mert a dipólmomentum várható értéke (lényegében
〈σx 〉) ebben az esetben konstans zéró.

Ezt azt is jelenti, hogy az atomi Hamilton-operátor
jelenléte elengedhetetlenül szükséges a felharmoni-
kusok megjelenéséhez, Ha az, ami átmeneteket indu-
kál a dipólmomentum különbözõ sajátállapotai kö-
zött. Ha a dinamika száḿtásánál a teljes (1) Hamil-
ton-operátort szeretnénk figyelembe venni, akkor
numerikusan kell dolgoznunk, és a szokásos módsze-
rekkel ́gy is nehézségekbe ütközünk, aminek fõ oka
a nagy gerjesztõ intenzitás. (A fotonok számát tekint-
ve érdemes megjegyezni, hogy egy |α〉 koherens

állapotban az átlagos fotonszámot
|α|2 adja. A [13] ḱsérleti munkában
impulzusonként 1015 fotont becsül-
tek, ami érezhetõ módon megoldha-
tatlan problémát jelent, ha a foton-
számok bázisán fejtjük ki a Schrö-
dinger-egyenletet.) Ezt a nehézséget
nagyon elegáns módon orvosolja az
a bázis, amit Neumann János veze-
tett be 1932-ben [18]. Ez a von Neu-
mann-rácsnak nevezett bázis kohe-
rens állapotokból áll, amelyek α
indexei a komplex śkon négyzetrá-
csot alkotnak (a legközelebbi szom-
szédok távolsága [19]). Az álta-π
lunk vizsgált esetben azt tapasztal-
hatjuk, hogy ha a kezdõ koherens
állapot α0 indexe környékén tekint-
jük a von Neumann-rács egy alkal-
masan nagy részét, és ezt a rácsot az
1. ábrán látható kör mentén az
origó körül elforgatjuk, akkor a ma-
gasfelharmonikus-keltés idõskáláján
ez a rács folyamatosan a száḿtások
megfelelõ pontosságát biztośtó bá-
zist szolgáltat. Ez abból fakad, hogy
ezen az idõskálán (néhány vagy
néhányszor t́z optikai ciklus) a fá-
zistéren a dinamika lokalizált: aho-

gyan az 1. ábra mutatja, Ha elhanyagolása esetén va-
lóban pusztán két, egymáshoz közeli koherens álla-
pot mozgásáról van szó, és mivel most az atomi Ha-
milton-operátor tekinthetõ perturbációnak Hm +Ham -
hez képest, néhány ciklus alatt az egzakt dinamika
sem „keni szét” számottevõen a koherens állapotokat
a fázistéren. Így tehát egy fizikailag is érthetõ okokból
hatékony módszert kapunk az idõfejlõdés kiszáḿtá-
sára, ami lehetõvé teszi, hogy tetszõleges nagy kezde-
ti |α0| esetén megoldjuk a problémát.

Szemléltetésként a 2. ábra a képalá́rásban sze-
replõ paraméterek esetére mutatja Wigner-függvény
felhasználásával a dinamikát. A W (α ) Wigner-függ-
vény a fázistéren értelmezett (kvázi)valósźnûségi
sûrûségfüggvény, ahol a zárójeles elõtag arra utal,
hogy W a matematikai valósźnûségszáḿtás kétvál-
tozós (Reα, Imα) valósźnûségi sûrûségfüggvényei-
nek majdnem minden tulajdonságával rendelkezik.
(Az egyetlen, a kvantummechanika sajátosságaiból
adódó kivétel a nemnegativitás.) Ez szemléletesen
azt jelenti, hogy a 2. ábrán látható esetben, amikor
W (α ) ≥ 0 lényegében mindenütt, azt mondhatjuk,
hogy a rendszer a fázistérben nagy valósźnûséggel
azokat a tartományokat foglalja el, amelyeken W (α )
nagy értékeket vesz fel. Ilyen szemmel vizsgálva az
ábrát, a dinamika fentebb emĺtett fázistérbeli lokali-
záltsága jól látható.

A kölcsönhatásban résztvevõ atomi rendszer és az
elektromágneses módus közül eddig fõként az utób-
bira koncentráltunk, bár természetesen a két rendszer
dinamikája nem független egymástól. (Ez az összefo-
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nódottság például abban is

3. ábra. Magasfelharmonikus spektrumok (önkényes egységekben) különbözõ erõsségû gerjesz-
tések esetén. Az α0 paraméter a kölcsönhatásban résztvevõ mezõ koherens állapotának indexe,
aminek nagysága az elektromos térerõsség amplitúdójával arányos. A v́zszintes tengelyen az ω
(gerjesztõ frekvencia) az egység. A függõleges tengely skálája logaritmikus.
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megnyilvánul, hogy az 1. áb-
rán látható két különbözõ
„fázistrajektóriát” követõ ko-
herens állapothoz különbözõ
atomi állapotok tartoznak.)
Az atomi rendszer dinamikája
azért is érdekes, mert ez az,
ami forrásként szolgál a har-
monikusokat is tartalmazó
másodlagos sugárzás számá-
ra. A HHG elméletében gyak-
ran alkalmazott gyakorlat az,
hogy ha valamilyen módon ki
tudjuk száḿtani egy rendszer
dipólmomentumának a d (t )
idõfüggését, akkor elsõ köze-
ĺtésben d (t ) Fourier-transz-
formáltját, d̃ (ν )-t tekintik a
(nem normált) magasfelhar-
monikus spektrumnak. (Ábrá-
zolni fõként |d̃|2(ν )-t szo-
kás, annak ellenére, hogy a
fázisok szerepe is jelentõs
lehet.) Ez a módszer sok elha-
nyagolással él, a terjedési
effektusok figyelembe vétele
például teljes mértékben hi-
ányzik, ugyanakkor az atomi
folyamatok szerepét tisztán mutatja. Modellünkben a
dipólmomentum szerepét – konstanstól eltekintve – a
σx operátor játssza, és ahogy már emĺtettük, ahhoz,
hogy ennek várható értéke megváltozzon, az (1)
egyenlettel adott összes tag szükséges. Ha azonban
minden tagot figyelembe veszünk és az idõfüggõ
Schrödinger-egyenlet megoldását a von Neumann-
rács seǵtségével száḿtjuk, akkor d (t )-nek 〈σx 〉(t )-t
feleltetve meg, a HHG spektrumok kiszáḿthatók.
Ezekre mutat példát a 3. ábra, ahol különbözõ |α0〉
kezdõállapotok esetén száḿtottuk ki |d̃|2(ν ) függ-
vényt. Az ábra v́zszintes tengelyén a „harmonikus
rend” azt jelenti, hogy az adott körfrekvencia hány-
szorosa a gerjesztéshez tartozó ω -nak. Ezen eredmé-
nyek rendelkeznek a magasfelharmonikus spektru-
mok szokásos tulajdonságaival: ω -nál található egy
erõs csúcs, azután lényegében ω páratlan számú több-
szöröseinek környékén látunk csúcsokat (a párosak
szimmetriaokokból hiányoznak), amelyek magassága
egy tartományon belül nagyjából állandó. Ezt a platót
a jel erõteljes csökkenése követi, amit levágásnak
vagy letörésnek h́vnak. Ahogyan az ábrán is látszik, a
számolt spektrumok azt a ḱsérleti tapasztalatot is
követik, hogy erõsödõ gerjesztõ tér esetén a levágási
frekvencia is nõ.

Az egyes csúcsok belsõ struktúrája részben a ger-
jesztett atomi rendszertõl, részben pedig a gerjesztés
jellegétõl függ. A [11, 12] munkákban a gerjesztõ teret
klasszikusan kezeltük, és abban az esetben erõsebben
látszott a maximumok – a kétńvós modellatomhoz
köthetõ – ikercsúcs jellege. Emellett kvantált gerjesz-

tés esetén a páros felharmonikusokhoz tartozó csú-
csok sokkal kevésbé láthatók, mint klasszikus tér ese-
tén. Ennek alapos vizsgálata – amit a közeljövõben
tervezünk – újabb részleteit fedheti fel, hogy milyen,
esetlegesen mérhetõ különbségek vannak a kétféle-
képpen lért folyamatban. A spektrumok minden rész-
letre kiterjedõ, összehasonĺtó anaĺzise akkor lesz
maradéktalanul végrehajtható, ha a teljesen kvantált
(mind a gerjesztést, mind pedig a felharmonikusokat
megfelelõ módon figyelembe vevõ) modell is a ren-
delkezésünkre áll.

Összefoglalás

Cikkünkben azt a – részben ḱsérleti motivációjú –
kérdést jártuk körül, hogy milyen fizikai képet szol-
gáltat, ha a magasrendû felharmonikusok keltése so-
rán a gerjesztõ, erõs teret kvantumosnak tekintjük.
Egy könnyen átlátható, egyetlen kétńvós atom és
egy módus kölcsönhatását léró modell alapján rá-
mutattunk, hogy a Hamilton-operátorban szereplõ
minden (az atomot, a módust és a kölcsönhatást
léró) tagra szükség van ahhoz, hogy felharmoniku-
sok jelenjenek meg. A módus fázisterén a folyamat
azt jelenti, hogy a kezdeti koherens állapot ketté-
válik aszerint, hogy a kölcsönhatási operátor melyik
sajátállapotában van a rendszer, és ezen két állapot
között hoz létre átmeneteket az atomi Hamilton-
operátor. Ezen átmeneteknek köszönhetõen az
atomi dipólmomentum nem lesz megmaradó meny-

166 FIZIKAI SZEMLE 2020 / 5



nyiség, és oszcillációja olyan magasfelharmonikus
spektrumokat hoz létre, amelyek jellegükben meg-
egyeznek a ḱsérleti eredményekkel. Meǵtélésünk
szerint az ismertetett modell általánośtható össze-
tettebb atomi rendszer, vagy többmódusú mezõ ese-
tére is.
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