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TANULMANYOK

CSAPO BENO

A A KOMBINATIV KEPESSEG
ES MUVELETEINEK VIZSGALATA 14 EVES TANULOKNAL

Vildgszerte egyre hatdrozottabban jelentkezik az igény, hogy az iskola ne csupin
ismereteket kozvetitsen, hanem hatékonyan fejlessze a gondolkodds képességeit is. E
feladat megvaldsitdsihoz azonban szikség van a képességek és a gondolkodds alapos
megismerésére, a pszicholdgia dltalanos és elvont eredményein til konkrét, pedagdgiai
indittatdsu vizsgdlatokra, a képességek struktirdjinak és fejlédési folyamatdnak fel-
tdrdsdra.

A Jozsef Attila Tudomdnyegyetem Pedagdgiai Tanszékén dr. Nagy Jozsef professzor
vezetésével ot évvel ezelStt dtfogd kutatds indult a gondolkodds miiveleti képességeinek
tanulmdnyozdsdra. Kutatdsaink alapkoncepcidja értelmében az ember tanult képességei
négy nagy képességrendszerré, dltaldnos képességgé szervezGdnek: kommunikativ képes-
séggé, alkoté képességgé, onfejleszté képességgé és irdnyité képességgé (Nagy, 1980).
Ezek részeik, alkotéelemeik, kapcsolataik révén dtszovik egymdst, Az dltaldnos képes-
ségek kozos részét egy kotott struktirdju miiveletrendszer képezi, ennek Osszetevdit
nevezziik miiveleti képességeknek. Négy komplex miiveleti képességet vizsgalunk, még-
pedig a rendszerezési, a kombinativ, a logikai és a bizonyitasi képességet.

A munka sordn 14 éves tanuldk korében kiterjedt empirikus vizsgdlatokat végeztiink
a miveleti képességek struktirdjinak tanulmdnyozdsdra, és két mdsik korosztdlyon (11
és 17 éves tanulok) a fejlodés folyamatdnak feltdrdsa érdekében.

E tanulmdnyban a kombinativ képesség vizsgdlatarél szimolunk be. Terjedelmi kor-
litok miatt az elméleti elémunkilatoknak csak a fontosabb mozzanatait foglaljuk
Ossze, az empirikus anyagbol pedig a tesztfeladatok strukturdjit és egy korosztdly, a 14
évesek teljesitményeinek alapvetd statisztikai jellemzGit mutatjuk be.

1. Elméleti hdtter

Az emberi kombinativitds problémdja régéta foglalkoztatja a pszicholégusokat.
Erdekes médon azonban a pszicholégia, legaldbbis ami az elsé megkozelitéseket illeti, a
kombinativitdssal csupdn mint a tudatos folyamatok hétterében meghtiz6d6 mechaniz-
mussal szimolt. A kombinativitds problémdja a pszicholégidban elGszor a fantdzidval, a
képzelettel kapcsolatban meriilt fel, melyrél az els6 dtfogé elméleti koncepciot az
asszocidcids pszicholdgiai iskola dolgozta ki.

Az asszocidcios pszicholdgia felfogdsa szerint a képzeletnek alapvetGen két formdja
van. A reproduktiv képzelet a valésigban is meglevG jelenségeknek, kordabban dtélt
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benyomadsoknak, képeknek a reprodukaildsa. Ezzel szemben az alkot6 képzelet el6zGleg
nem tapasztalt modon rendezi 4t a valdsdg egyes elemeit, s ezek 1ij kombindcidit hozza
létre.

Az elmélet értelmében a képzelet képes a kordbban észlelt elemek nagyszamu, a valosagban nem
tapasztalhaté kombindcidjat létrehozni, de nem képes Uj elemeket alkotni. Nem ad azonban szamot
arrdl, hogy milyen médon jonnek létre az 0ij kombindcidk, vagy pedig azok létrejottét véletlenszeriinek
tekintik.

Wundt dlomelmélete az almot is a valésagban megélt benyomasok teljesen uj, szokatlan, néha fan-
tasztikus kombinaciéjaként értelmezi. Az elemek kombindlodasa véletlenszer, illetve az agykéregben
lejatsz6dé elektromos folyamatoktdl fiigg. Ez a felfogds a kombindcidk képzddését lényegében az
intellektus miikodésének tudattalan mechanizmusaként, az dlom esetében egyenesen fizioldgiai
folyamatként értelmezi. Tehdt az emberi kombinativitds csupdn a filogenetikai fejlddés soran létrejott
bioldgiai produktum lenne.

Semmi okunk sincs elvetni azt a gondolatot, hogy az agykéreg elektromos folyamatai vagy az intel-
lektus tudattalan mechanizmusai ,,automatikusan” ingerek, benyomasok, képzetek nagyszamu kombi-
naciéjat termelik ki, azonban ha az ontogenetikus fejlddés tényeivel, kiilonosen pedig a tanulds szere-
pével is el akarunk szamolni, nem sziikithetjiik le az alkoté fantdzidt, dltaldban az alkotoképességet a
kombinativitdsra, és a kombinativitdst is tobbnek kell tekinteniink az el6zGekben jellemzett tudattalan
folyamatoknal.

Rubinstein az elemek kombinaldsdt szintén a képzelet egyik miikodési mechanizmusdnak tekinti,
bar kiemeli, hogy nem ez az egyetlen mechanizmus: ,,A valdsdg észlelése nem megvaltoztathatatlan
elemek kotegeibdl, csomdibdl vagy mechanikus halmazaibol dll. Minden képzSdményét dtalakitja a
képzelet. Exek az dtalakitdsok rendkiviil sokfélék, kozéjik tartozik a kombindcié mint a fogasok
egyike, de nem lehet erre korldtozni: a kombindcio csak az egyik fajtdja vagy fogdsa a képzelet dtala-
Kité tevékenységének. Ennek eredményeként nem valtozatlanul adott elemek vagy vonasok uj kap-
csolata, kombindcidja keletkezik, hanem egységes uj kép, amelyben az egyes vonasok nem egyszerien
osszegzGdnek, hanem at is alakulnak, dltalanositodnak. A kombinalds csak » mechanizmus«, hatdsa
rendszerint valami olyan tendencidnak engedelmeskedik, amely meghatarozza a kombinalandé mozza-
natok Osszevalogatdsat és értelmet lehel azokba.” (Rubinstein, 1964. 519.)

Ados marad azonban Rubinstein annak felvdzoldsdval, milyen mechanizmusok, dtalakitdsok johet-
nek szamitasba a kombinalds mellett, és mi czeknek az egymashoz vald viszonya.

Az alkotd képzelet problémdja dtvezet az alkoté gondolkodds, a kreativitds kérdésé-
hez.

Az alkotoképességet, az alkotds folyamatdt mdr Leibnitz is Osszekapcsolja a kombi-
nativitdssal. Tobbek kozott a kombinatorika kifejlesztésén is azért munkdlkodott, hogy
az Uj alkotisok létrehozdsdnak egyetemes eszkoze lehessen. Egy mdsik matematikus,
Poincare elképzelése szerint a matematikai alkotds folyamatdban a tudatos szint alatt az
Osszekapcsolhatd elemek nagyszdmi kombindcidja képzddik, és ezek koziil egy sziirén
keresztiulhaladva csak azok tudatosulnak, amelyek bizonyos esztétikai kovetelmények-
nek eleget tesznek. (Poincaré, 1908.)

Az asszocidciés pszicholégia koncepcidjdra alapozva dolgozza ki kreativitdselméletét
S. A. Mednick. Mednick elmélete szerint az alkoté folyamat lényege az, hogy olyan uj
képzettarsitis-kombindcick jonnek létre, amelyek megfelelnek bizonyos hasznossdgi fel-
tételeknek. Viltozatos kombindciokat azok az emberek képesek produkdlni, akik tdvoli,
a megszokott kornyezetben Ossze nem tartozé. dolgok kozott 1étesitenek kapcsolatot. E'
megfontolds alapjan dolgozta ki az alkotoképesség mérésére a ,,Remote Associations
Test”-et, amely lényegében az asszocidciok vdltozatossdgdval és szokatlansdgdval jel-
lemzi a kreativitast. (Mednick, 1962.)
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Guilford ismert kreativitiselméletét pszichometriai vizsgilatainak eredményeibdl
kiindulva épitette fel. Kifejezetten nem foglalkozik az alkotd folyamat mechanizmusa-
val és e mechanizmusokban a kombindlds szerepével, azonban kreativitismodelljében a
fluencia faktorai tartalmazzdk a kombinativ mozzanatokat. (Guilford, 1950; 1959.) Egy
mdsik, ugyancsak gyakran idézett modellben, Lowenfeld kreativitismodelljében a varia-
bilitds faktorai foglalnak magukban kombinativ mozzanatokat. (Ismerteti: Landau,
1971.)

Az alkot6 képzelet és a kreativitds pszicholégiai elméletei tehdt érintik ugyan a kom-
binativitast, kiemelik szerepét az alkoté folyamatban, helyét, struktirdjdt, viszonyait az
egyéb részekhez, eredetét, kialakuldsinak folyamatdt azonban ezek a megkozelitések
nem tisztazzak.

A kombinativ képesség tanulmdnyozisiban 1j fejezetet jelent Jean Piaget munkais-
siga. Mivei a kombinativ képesség vizsgilata szempontjibol legalibb hirom ponton
jelentenek nagy eldrelépést. Ezek: a kisérleti fejlodéslélektan ismeretelméleti hdtterének
kidolgozdsa, amely tisztdzza az értelem mveleti strukturdinak, igy egyben a kombi-
nativ miveleteknek is az eredetét; a kombinativitds és a logikus gondolkodds viszonya-
nak s a kombinativ miiveletek szerepének kidolgozasa; valamint néhdny kombinativ
mivelet kialakuldsinak kisérleti vizsgilata.

Ismeretelméletének, a genetikus episztemolégidnak (1. pl. Piaget, 1972.) lényeges
vondsa annak kiemelése, hogy tuddsunk forrdsa nem csupdn az érzékelés és az észlelés,
hanem a cselekvés is. A cselekvés, a tevékenység sordn a kornyezd valdsigon végzett
miiveletek belsGvé vdlnak, kiépiilnek az értelem miiveleti struktirdi. Vagyis: az értelem
miiveleti struktirdi a tevékenységen keresztil az anyagi vildg strukturdit képezik le.
Piaget szerint a matematika is a valdsdg strukturdit tiikrozi, s az értelem miveleti struk-
tirdi és a matematika legdltalinosabb struktirdi megegyeznek. Kisérleti munkdja ennek
az egyezésnek a feltdrdsdra, bizonyitdsdra iranyul.

Piaget szerint a fejlddés folyamataban a konkrét miiveletekrdl a formdlis miveletekre valo dttérés a
16 kétviltozés logikai miivelet kialakuldsdval jellemezhetd. A 16 kétvaltozos logikai miivelet kialakula-
sit pedig egy kombinatorikai struktiira kiépiilése teszi lehetGvé. Vizsgilatai szerint a konkrét miiveletek
szintjén megjelend osztilyozasok, soralkotdsok, megfelelések fokozatosan rendszerré szervezodnek.
Egyben kialakulnak a targyakon végzett konkrét miiveleteknek megfeleld, a dolgok, jelenségek tulaj-
donsdgait kifejezd itéletek kozotti miiveletek is. Az itéletek kozotti miiveletek gy alakulnak ki, hogy
kezdetben létrejonnek az itételekbdl allo parok, majd a megfelelé kombinatorikai séma kiépiilése utdn
a parositdsok kombinatorikailag lehetséges Gsszessége. A lehetséges és az igaz parositdisok megkulon-
boztetése vezet el a logikai miveletek kialakulasahoz. (/nhelder-Piaget, 1955.).

Végiil Piaget azon munkait kell attekinteniink, amelyek kozvetleniil a kombinativ muveletek Kiala-
kuldsinak folyamatdt tanulmanyozzdk. (Piaget—Inhelder, 1951. VIL, VIIIL, IX. fejezet, illetve
Inhelder—Piaget, 1955. VII. fejezet). E munkdkban négy kombinativ mivelet kialakuldsanak vizsgalata-
val taldilkozunk: a kombinacidk, a permuticiok, az ismétléses variaciok és a halmaz 6sszes részhalmaza-
nak képzésével (kiilonbozé elemszami kombindcidk képzésével). Ezekben a vizsgilatokban a kisérleti
személyeknek konkrét targyakbdl (pl. korongokbdl, pélcikakbdl) kell a feltételeknek megfeleld lehet-
séges Osszedllitdsokat elkésziteniiik. Bdr a Piaget dltal vizsgdlt miveletek kialakuldsiban vannak mino-
ségi killonbségek, idobeli eltoloddsok, osszefoglalva elmondhatjuk, hogy a fejlédés elsé stadiumaban
levd kisérleti személyek probalkozissal, véletlenszerlien: minden szisztéma nélkiil készitik el a feltéte-
leknek megfeleld osszedllitdsokat. A masodik stddiumra a rendszer keresése, a néhany Osszedllitds fel-
soroldsdra alkalmas részszisztémadk kialakuldsa jellemz6. A harmadik stadiumban az oOsszes Osszedllitds
(ami a feladattdl fiiggden lehet permutdcid, varidcid, kombindcid) egyetlen alapelv szerinti médszeres
felsoroldsdt figyelhetjilk meg; ekkorra alakulnak ki a teljes felsoroldst lehetSvé tevé miiveleti sémak.
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Piaget a kombinativ miiveletek kialakuldsdt a logikai miiveletekkel és a véletlen fogalmaval kapcso-
latban tanulmdnyozza, nem fordit azonban figyelmet arra. hogy a kombinativ miiveletek egymashoz
valé viszonydt tisztdzza, és a kombinativ képességet mint rendszert épitse fel, Ez abbdl a felfogdsbol
kovetkezik, hogy a kombinativitdst az egész logikai miiveletrendszert, s6t a gondolkodds mds teriile-
teit is dthatd jelentGséglinek, azonban mégis mdsodlagos, aldrendelt szerepet jitszé tényezSként
kezelte. Valészinlileg ezzel magyarazhatd, hogy bdr Piaget-nak nagy hatdsa van a XX. sz, kozepe utdni
pszicholdgidra, az egész matematikatanitds megujuldsdra, az dltala elkezdett munka a legtobb teriileten
kovetSkre akadt, a kombinativitds vizsgdlatinak kiteljesedésére azonban nem keriilt sor, Szemben a
logikai, rendszerezési vagy csoport-struktirdkkal, a kombinatorika nem vilt a kiilonb6z6 pszicho-mate-
matikai vizsgdlatok kozponti kérdésévé, és nem kapott silydnak megfelel szerepet a legtobb 1ij mate-
matikatanitdsi koncepciéban sem. (Bar kétségtelen, hogy sok kisérlet folyik Piaget szellemében a kom-
binatorika egészen korai tanitasaval kapcsolatban.) (L. Varga, 1967; Tiirke, 1967)

A kombinativitds pszicholdgidjat érinté vizsgdlatok torténetének rovid attekintésébol
is kitlinik, hogy a kombinativ képességnek a gondolkodds fejlédésében meghatarozé
szerepe lehet, ugyanakkor felépitése, fejlettségének dtlagos szintje, a kialakulds folya-
mata, kialakitdsdnak, fejlesztésének lehetGségei és hatdrai kevéssé ismertek.
mdlis mértéki kifejlesztésének lehetdségeit kell feltirni. Ahhoz azonban, hogy a fejlesz-
tés stratégidit kidolgozzuk, mindenekel6tt ismerniink kell az adott tirsadalmi-kulturalis
kornyezetben ,,spontdn”, természetes médon, direkt tanitds nélkil kialakulé kombina-
tivitds strukturdjit, fejlodésének mechanizmusdt. A megismerési folyamat részletekbe
mend empirikus vizsgdlatokat igényel, és ehhez mérSeszkozokre, feladatrendszerekre
van szikségiink. A teszteket pedig csak akkor tudjuk elkésziteni, ha elméletileg tisz-
tizzuk a kombinativitds lényegét, mibenlétét, és kidolgozzuk a kombinativ képesség
hipotetikus modelljét.

2. A kombinativ képesség hipotetikus modellje

A kombinativ képesség dltalunk kialakitott elméleti koncepcidjdt itt csupdn vdzla-
tosan ismertetjik, elsGsorban azokat a mozzanatokat kiemelve, amelyek a bemutatandé
empirikus anyag értékeléséhez sziikségesek. Kutatdsunknak mind az elméleti, mind
pedig az empirikus anyagdbdl azokat a részeket igyekeztiink kivélasztani, amelyek kozel
dllnak a matematikatanitds problémadihoz is. Szeretnénk azonban kiil6n is hangsilyozni,
hogy vizsgdlatunk egésze nem a matematikatanitds kérdéseivel, hanem gondolkoddsunk
alapvetd képességeivel, ezek fejlesztésének lehetGségeivel kapcsolatos. Kétségtelen
viszont, hogy a széban forgd képességek kifejlesztésének egyik legfontosabb teriilete a
matematika.

Koncepcionk kialakitdsdhoz elsGsorban két forrdsbol meritettink. EgyfelSl a mate-
matikai kombinatorikdbél. Ha ugyanis elfogadjuk, hogy pszichikus rendszereink, miive-
leti képességeink a valdsdg strukturdinak elsajatitdsa, belsGvé vildsa révén alakulnak ki,
és a matematika ugyancsak a valésagot képezi le, a kombinatorika alapjainak elemzésébdl
kovetkeztethetiink kombinativ miveleteinkre. Bar a kozos eredet ellenére mindkettd sajat
bels6 torvényei szerint fejlédik. Ezért a matematika felépitésébdl nem kovetkeztethetiink
- kozvetleniil a gondolkodds struktirdjdra, de még az analdgidk kore is nagyon sziik, csak az
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eredetre, a legelemibb alapokra korldtozédik. Mdsik forrdsunk a pszicholdgia, a pszicho-
l6gidban a képességekrdl és a gondolkoddsrél felhalmozott ismeretek Osszessége.

De mit is értiink kombinativ képességen? Ezt a fogalmat két szinten fogjuk meghatd-
rozni. Egyrészt jellemezziik a tdgabb értelemben vett kombinativ képességet, majd meg-
hatdrozzuk az annak részét képezd, miiveleti képességként leirhatd, sziikebb értelemben
vett kombinativ képességet.

Ha a kombinatorika és az emberi gondolkodds kombinativitdsinak kapcsolatdt tekintjiik, el kell
vetniink azokat a naiv feltételezéseket, amelyek szerint van egy tudatalatti vagy éppen tudatos, esetleg
automatizdlédott mechanizmusa a gondolkoddsnak, ami bonyolult, soktényezds feltételek kozott is
alkalmas az Osszes lehetdség szambavételére, felsorolasara, mérlegelésére. Egy ilyen mechanizmus
ugyanis a legtobb gyakorlati probléma esetében mdr a mennyiségi ardinyok miatt sem miikodhetne,
Misrészt pedig gyakran nem is adottak kozvetleniil azok az elemek. amelyeket kombindlni kell, és
nincs pontosan meghatdrozva az sem, hogy az elemekbdl 6sszedllitott konstrukcioknak milyen feltéte-
leket kell kielégiteniiik (pl. egy novella meghatdrozott mondata),

A viltozék vagy a valtozok lehetséges értékei szimanak novekedésével az 6sszes lehet8ség expo-
nencidlisan vagy hatvanyozottan nd, és ez csakhamar az ugynevezett kombinatorikai robbandshoz, az
osszes lehetdség szamédnak kezelhetetlen mértékli novekedéséhez vezet. A novekedés aranyaira jel-
lemz6, hogy némelyik egyszerien megfogalmazhaté gyakorlati optimalizaciés probléma megoldasi
varidciéinak szama olyan nagy, hogy azok egyenkénti értékelésére még a lehetGségek hatarait sirolo
sebességgel miikodo szamitogépek sem lennének képesek.

Erdekes modon azonban azt tapasztaljuk, hogy az ember naponta dont ilyen kérdésekben, és ha
nem is mindig az optimalis, de az adott feltételek kozott a lehetd legjobb alternativat vélasztja. Mivel
bizonyos problémadkra nem lehet az emberi gondolkodadssal versenyképes algoritmusokat késziteni,
ezért némely matematikus hajlik is arra a feltételezésre. hogy az emberi agy egy mdsik matematikat
hasznal.

A fenti ellentmondds felolddsdra annak figyelembevételének lehetdsége is kindlkozik, hogy az
ember dontéseiben felhaszndlja tapasztalatit, ismereteit., Ha ugyanis bizonyos kombinatorikai sémak
alapjan kezelhetd mennyiségl lehetdséget allitunk elS, majd ezek kozott tuddsunkra tdmaszkodva
szelektdlunk, és csak a relevans lehetGségeknek képezziik \jabb véltozatait, a potencidlisan nagyszami
lehet8ségbdl a lehetdségek egyenkénti vizsgdlata nélkiil is ki lehet vélasztani a gyakorlatilag megfelelGt.

A gondolkoddsunkban megnyilvdnuld, legdltalinosabban értelmezett kombinativitdsra
az jellemzd, hogy nem rendelkezik dllandésult, kotott szerkezettel, benne a véletlen-
szeri prébdlgatds, a tapasztalat, az ismeretek felhaszndldsa és a lehetdségek kombina-
torikai sémdk alapjin valé szdmbavétele keveredhet. Az ilyen tdgan értelmezett kombi-
nativ képességet az dltalinos képességek részének tekintjiik, mivel hatdsa az intellek-
tudlis folyamatok széles korében megnyilvanulhat. (Pl. egy épiilet megtervezésében, egy
vers megirdsiban, egy zenemi megalkotdsiban, de akdr olyan hétkoznapi jelenségekben
is, mint a valasztékos 0ltozkodés.) A kombinativ képesség ezen dltaldnos (kotetlen) for-
mdjdval akkor taldlkozunk, ha az adott tdrgy, jelenség bonyolult, soktényezss, vagy ami
a leggyakoribb, nem adottak explicitt a kombindlandé elemek, és az elkészitendd
produktum leirdsa is csak nagyon vazlatosan koriilhatdrolt. Ilyen esetben végtelen sok,
de legaldbbis gyakorlatilag kezelhetetlen mennyiségli megoldds elégiti ki a feltételeket.

Ha azonban a kombinativ képesség olyan feltételek kozott mikodik, amikor kevés
szempontot kell szamitdsba venniink (kicsi a kombindlandé6 elemek szdma), pontosan
adott az, hogy az elemekbdl milyen konstrukciot kell 1étrehoznunk (a kovetkezGkben
minden pontosan leirhaté osszedllitds kozos megnevezésére, legyen az varidcio, per-
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mutdcié vagy kombindcio, a konstrukcio kifejezést haszndljuk), maga a probléma, a fel-
tételek meghatdrozzdk, hogy hdnyféle konstrukcié elégiti ki a feltételeket. (Pl.: két
kiilonboz6 zakénk és hdromféle nadrigunk van. Milyen lehetdségeink vannak a felol-
tozésre? ) llyenkor médunk van az Gsszes eset 1étrehozdsdra, felsoroldsdra, vagy legaldbbis
végiggondoldsara, mérlegelésére.

Egy-egy feltételrendszernek megfeleld felsorolds, gyakran végrehajtva, tevékeny-
ségiink elemi operdcidinak mindig azonos sorrendben lefuté ldancolatdvd vélik. Az elemi
operdciok ldncolatainak dllandésuldsdval, bels6vé véldsdval alakulnak ki a kombinativ
miiveletek. A kombinativ miiveletek kialakuldsdval és rendszerbe szervezddésével pedig
kialakul a szlikebben értelmezett, muveleti képessegkent leirthaté kombinativ képesség.

Ezen a ponton rovid kitérSt kell tenniink, hogy az itt bevezetett fogalmak értelmét pontosabban
megvilagitsuk. Nézziik elGszor a miiveleti képesség fogalmat. E fogalmat legkdnnyebben a készségek és
az dltalanos képességek fogalmadval osszchasonlitva értelmezhetjiik. A készségek, tevékenységiink auto-
matizalt komponensei, mindig valamilyen konkrét tartalomhoz kotSdnek (pl. az irds készsége, az
olvasds készsége, igeragozds stb.), ezzel szemben a miiveleti képességek sokféle szitudciéban, sokféle
tartalmon miikodSképesek (pl. kombinalhatunk tdrgyakat, jeleket, szavakat stb.). Hasonldsdg viszont a
készségek ¢s a miiveleti képességek kozott az, hogy struktirdjuk, vagyis a benniik megjelend elemi
operdcidk sorrendje kotott. A miveleti képességek és az dltalanos képességek kozos vondsa, hogy nem
kapcsolddnak konkrét tartalomhoz, tobbféle tevékenység szabalyozdsiban megjelenhetnek, viszont
kiilonboznek abban, hogy a miivcleti képességek elemi operdacidk kotott sorrendi lancolatabal dllnak,
ellentétben az dltalanos képességekkel (Vagy, 1980).

A kombinativ miiveletek fogalmat részben madr értelmeztiik, Csupan azzal egészitjiik ki, hogy a
mivelet fogalmdt itt nem matematikai, hanem pszicholdgiai értelemben haszndljuk. Piaget megfogal-
mazdsa szerint ,,Kibernetikai nézGpontbdl egy miivelet egy tokéletes reguldcid. E2 azt jelenti, hogy egy
miiveleti rendszer (operational system) kikiiszoboli a hibat, mieldtt az fellépne ., .V :(Piaget, 1971, 15.)
A kombinativ miiveletek pszichikus rendszerek, melyck a megfeleld tevékenységet (adott elemek adott
feltételeket kielégitd osszedllitdsainak felsoroldsa) szabdlyozzdk,

A kovetkezé kérdés, melyet meg kell vdlaszolnunk az, hogy melyek a kombinativ
miveletek, illetve, hogy a szikebben, miiveleti képességként értelmezett kombinativ
képesség milyen elemekbdl és hogyan épiil fel. Természetesen ez egy olyan alapkérdés,
amelynek megvdlaszoldsdra egész kutatomunkdnk irdnyul. Mégis sziikséges volt, hogy
elozetesen megfogalmazzunk néhdny olyan hipotézist, amelyek alapjin tesztjeinket fel-
épithetjiik.

Ezen a ponton ismét a matematikahoz fordultunk. Annak szambavételére volt sziikség, hogy
melyek azok a kornyezetiinkben, a targyi valosagban el6forduld legalapvetdbb kombinatorikai struk-
tirdk, amelyeket a tevékenységeinkben leggyakrabban leképeziink. Ehhez a kombinatorika alapjainak
elemzésére volt sziikség. Koztudomasi azonban, hogy a kombinatorikdnak ‘nincs olyan kialakult egy-
séges rendszere, mint mas matematikai diszciplindknak, ma a kombinatorikdt még kiilénbozé prob-
lémdk lazdn osszefiiggd halmazanak tekintik. Nem tdmaszkodhattunk tehdt olyan alapra, mint példdul
gondolkoddsunk logikai miiveleteinek vizsgdlatakor a matematikai logikara.

A kombinatorika elemei hagyomanyosan az ismétléses és ismétlés nélkilli permutdciok, varidcidk és
kombindcidk, egyes feladatok pedig a kivalasztds és a rendezés miiveleteire vezethetdk vissza, Ezek az
alapfeladatok egymasbdl tobbféleképpen szarmaztathatok, tobbféleképpen rendszerezhetdk, tanitdsuk
sordn tobbféle megoldas alkalmazhato. A'kombinatorika hagyomanyos iskolai tanitdsa tobbnyire csak
a lehetGségek szamdnak meghatdrozdsdval foglalkozott, nem pedig a lehetdségek felsoroldsanak kér-
désével. A targyalds rendje a formalis, kiilsédleges dsszefiiggéseket vette alapul, és nem a lényeges belsd
strukturalis elemeket. (E problémakat itt nem fejtjiik ki, L. Csapo, 1979.)
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A kérdés, amit mi feltesziink, nem az, hogy hogyan lchet a kombinatorikai alapfeladatokat mate-
matikailag legegyszeriibben bevezetni, a ,legeleginsabban™ rendszerezni, hanem az, hogy a tébbféle
rendszerezési lehetdség koziil melyiket tiinteti ki az emberi gondolkodds. Melyik a ,,természetes™ rend-
szer, mely miveletek milyen sorrendben jelennek meg, milyen fejlettséget érnek el a kilonbozo
tanuléknal direkt tanulds nélkiil?

Tesztjeink elkészitése eltt tehdt arra vonatkozéan kellett feltevéseket megfogalmaz-
nunk: vajon hogyan fejlodik ki gondolkoddsunk kombinativ miiveleti rendszere?

Megfontoldsaink eredménye az 1.dbra alapjin tekinthet6 at. A matematikai és a
pszicholGgiai szempontokat mérlegelve arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy tesztjeink
legcélszeriibben egy nyolc feladattipusbdl dllé rendszerre épithetSk. Feltételeztiik, hogy
az elemi miiveletek (azok, amelyek még nem kombinativ miveletek, de amelyek azok
kialakuldsidban részként jelen vannak, példdul: a felcserélések, eltoldsok stb.) integ-
riléddsa és differencidléddsa révén két irdnyba haladva épil ki a kombinativ miveletek
rendszere.

Az egyik oldalon megjelennek a ,,varidlds” miveletei. A halmazok Descartes-féle szor-
zatdnak képzését — amelyet ugyan nem szoktak a kombinatorika korébe sorolni — tekint-
juk az egyik legegyszer(ibb kombinativ miiveletnek. Ennek egyik speciilis esete az ismét-
léses varidcié. Hasonl6 tipusu feladat az ismétlés nélkili varidcick képzése, amelynek
egyik alesete az ismétlés nélkiili permutdcid. (Ezt nem is kezeltiik kiilon tipusként.) Az
olyan jellegli felsoroldsok vizsgélatira, amelyekben nem minden konstrukcié éll azonos
szimu elembdl, felvettink még egy feladattipust, amelyben az Gsszes — legfeljebb
(megadott) k elem{i — ismétléses varidcié képzése a feladat.

A misik oldalon megjelené miveleteket, a , kombindlds” gy(jtonéven foglaltuk
ossze. Ezek legegyszeriibb tipusa az ismétléses kombindcié. Ebbdl szirmaztathat6 az
ismétlés nélkili kombindciok képzése, amelynek dltaldnositdsdval az ismétléses per-
mutdciok képzéséhez jutunk. (Ez utébbi két feladat egyardnt halmazok rendezett oszta-
lyozidsait feltételezi.) Végiil pedig az dsszes — killonbozG szdmu elembdl 416 — ismétlés
nélkiili kombindci6 képzése, vagyis egy halmaz részhalmazainak képzése tartozik ide.

Nem tériink ki részletesen a felvdzolt rendszer indokldsdra. Csupdn azt emlitjiik meg,
hogy egyszer(ibbnek tekintettik azt a feladatot, amelyik kevesebb kiilsé feltételt tar-
talmaz, tehdt pl. ha nem volt kikotve, hogy egy konstrukciéban nem szerepelhetnek
azonos elemek. (Kombindciok képzésének a vizsgdlatakor fiatalabb gyermekeknél Piaget
is megengedte az ismétlédést. L. Piaget-Inhelder, 1951. 175.) fgy néhdny ponton ellenke-
zG sorrendhez jutottunk, mint amit a kombinatorika tanitdsdban kovetni szoktak.

A bemutatott modell csupédn tesztjeink feladattipusainak szambavételére szolgil. Az,
hogy val6jdban milyen is a kombinativ miiveletek rendszere, az empirikus vizsgdlatok
alapjin donthets el.(Bizonyos specidlis problémdk megolddsa érdekében a felsoroltakon
kiviil mas feladattipusok is szerepelnek tesztjeinkben, ezekkel azonban e tanulmdnyban
nem foglalkozunk.)
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3. A kombinativ képesség empirikus vizsgdlata

Az empirikus vizsgdlatbodl itt csak a 14 éves korosztdly eredményeit, abbdl is csak az
alapvetd statisztikai adatokat mutatjuk be. Képet adunk azonban az egész vizsgilatrol,
mivel annak rendszerében helyezziik el a kozolt eredményeket. Els6ként a tesztek vdz-
latdt és felépitését ismertetjiik, majd a mérési eredményeket értékeljiik.

A kombinativ képesség vizsgdlatdhoz a teszteket hdrom kilonboz6 szinten készitet-
tik el: manipulativ, szenzoros, illetve formdlis szinten. Mindhirom szinthez matema-
tikailag teljesen ekvivalens feladatok tartoznak, csupdn tartalmuk kilonbozé. Egy fela-
dat hdrom mennyiséggel jellemezhet6: a kiindulé elemek, az elkészitendd konstruk-
ciok elemeinek szdmadval (a konstrukciok ,hosszdval™), valamint a lehetséges konstruk-
cidok szdmdval. A nyolc feladattipus mindegyikére tobb (3—6) feladatot készitettiink.
Ezek szdmszeri jellemzGit gy hatdroztuk meg, hogy minden tipusbdl szerepeljen a
lehetS legegyszeribb feladat, a feladatok a kb. 25 konstrukcié elGillitdsdig terjedd
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intervallumot egyenletesen lefedjék, valamint hogy a lehetd legtobb konkrét kérdés
megvilaszoldsdra adjanak lehetdséget. Vizsgilatunk céljaibol kovetkezik, hogy a felada-
tokban a feltételeknek megfelelé konstrukciok megalkotdsdt, az Osszes lehetséges kon-
strukcié felsoroldsat kértiik.

Az ismertetett megfontoldsok alapjin elkészitett feladatrendszert az 1, és 2. tablazatban mutatjuk
be. A tdbldzatokbdl kideriil, hogy mindegyik kombinatorikai feladattipushoz tobb feladat, 1ényegében
egy szubteszt tartozik, A feladatokat kisbetiikkel jeloltiik, a tovabbiakban ezekkel fogunk rdjuk hivat-
kozni, A kiinduld elemek Osszességét (az ismétléses permutdcidk esetét kivéve) halmazoknak tekintjiik,
A Descartes-féle szorzatok képzése sordn két vagy tobb, a tobbi feladatndl egy halmaz a kiindulds, A
halmazok elemeit nyomtatott nagybetilikkel jeldljiikk, a Descartes-féle szorzatok képzésénél ezen tiil
még szdmokat és jeleket (+ és —) is haszndlunk. Ugyanezeket a jeleket és betliket alkalmazzuk a for-
madlis szint feladataira is. A tdbldzatokban feltiintetjiik a feladatok megoldasit, a konstrukcidk felsoro-
ldsdt is. Ez a felsorolds egyben az a produktum, amelyet a tanuléktdl a formalis szint tesztjeiben elvar-
hatunk,

Az els6 és masodik tdbldzatban feltiintetett feladatokra a hdrom szinten elkészitett teszteket csak
roviden, egy-egy példira hivatkozva mutatjuk be,

1. tébldzat. A ,,VARIALAS” teszt feladatai

A feladat A kiindulé6 elemek A konstrukcidok
neve | jele | szdma jele hossza | szdma felsoroldsa
a [2+2 {A,B}{1,2) 2 4 |Al,A2,Bl1,B2
3+2 {A,B,C}{1,2} 2 6 |Al,A2,BIl,B2,Cl,C2
Descartes- | ¢ | 4+3 {A,B,C,D} 2 12 |Al, A2, A3,Bl, B2, B3,
féle {1,2,3)} C1,C2,C3,D1,D2,D3
szorzatok | d | 2+2+2 (A,B}({+ -} 3 8 |A+l,A+2,A-1,A-2,
képzése {1,2) B+1, B+2,B-1,B-2
e | 6+2 {A,B,C,D,E,F} 2 12 |Al, A2,B1,B2,C1,C2,
{1,2} D1,D2,E1,E2,F1,F2
f |2+2+ {A,B}{+ -} 4 16 |[A+1X, A+1Y, A+2X, A+2Y,
+2+2 {1,2} {X,Y]} A=1X, A-1Y,A-2X.A-2Y;
B+1X, B+1Y, B+2X, B+2Y,
B-1X, B-1Y, B-2X, B-2Y
) {A, B) 2 4 |AA, AB, BA,BB
b3l {A,B} 3 8 |AAA, AAB, ABA, ABB,
BAA, BAB, BBA, BBB
Ismétléses | i |3 {A,B,C} 2 9 [AA, AB, AC, BA, BB, BC,
varidciék CA, CB, CC
képzése i |4 {A,B,C,D} 2 16 |AA, AB, AC, AD, BA, BB, BC,
BD, CA, CB, CC,CD, DA, DB,
DC, DD
kK |2 {A, B} 4 16 |AAAA, AAAB, AABA, AABB,
ABAA, ABAB, ABBA, ABBB,
BAAA, BAAB, BABA, BABB,
BBAA, BBAB, BBBA, BBBB
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1. tdbldzat folytatdsa

A feladat A kiindulé elemek A konstrukciék
neve jele | szama jele hossza szadma felsoroldsa
i3 {A,B,C} 2 6 | AB, AC, BA, BC, CA, CB
m| 3 {A,B,C} 3 6 | ABC, ACB, BAC, BCA, CAB,
CBA
Ismétlés n| 4 {A,B,C,D} 2 12 | AB, AC, AD, BA, BC, BD,
nélkiili CA, CB, CD, DA, DB, DC =
varidciék | o | 5 {A,B,C,D,E} 2 20 | AB,AC, AD, AE, BA, BC, BD,
képzése BE, CA, CB, CD, CE, DA, DB,
DC, DE, EA, EB, EC, ED
p |2 {A,B} 12 6 | A, B, AA, AB, BA, BB
q | 3 {A,B,C} ) 12 | A,B,C, AA, AB, AC, BA, BB,
Az Bsszes BC, CA, CB, CC
ismétlés r | 2 {A,B} 12 14 | A, B, AA, AB, BA, BB, AAA,
nélkiili 3 AAB, ABA, ABB, BAA, BAB,
e | BBA, BBB _
i s | 4 {A,B,C,D} 12 20 | A,B,C,D, AA, AB, AC, AD, BA,
BB, BC, BD, CA, CB, CC, CD,
DA, DB, DC, DD
2. tdbldzat. A ,,KOMBINALAS” teszt feladatai
A feladat A kiindulé elemek A konstrukciok
neve jele| szaima jele hossza | szdma felsorolasa
a| 2 {A,B} 2 3 |AA, AB,BB
b| 2 {A,B} 3 4 |AAA, AAB, ABB, BBB
Ismétléses ¢ | 2 IA,BY 4 5 |AAAA, AAAB, AABB, ABBB, BBBB
kombindcick | 4 | 3 {A,B,C} 2 6 |AA, AB, AC, BB, BC, CC
képzese ¢ | 3 [AB,C} 3 10 |AAA, AAB, AAC, ABB, ABC, ACC,
o BBB, BBC, BCC, CCC
f | 4 {A,B,C,D} 2 10 |AA, AB, AC, AD, BB, BC, BD, CC,
CD, DD
¢ | 3 {A.B.C} 2 3 |AB, AC,BC
'h | 4 {A,B,C,D} 2 6 |AB, AC, AD, BC, BD, CD
Ismétlés i 5 {A,B,C,D,E} 2 10 |AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD,
nélkiili s CE, DE
kombindcidk | j 5 {A,B,C,D,E} 3 10 |ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE,
képzése BCD, BCE, BDE, CDE
k| 6 {A,B,CD,E,F} 4 15 | ABCD, ABCE, ABCF, ABDE, ABDF,
ABEF, ACDE, ACDF, ACEF, ADEF,
BCDE, BCDF, BCEF, BDEF, CDEF
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2. tablazat folytatdsa

A feladat A kiindulé elemek A konstrukciok
neve jele | szama jele hossza | szdma felsorolasa
1 3 1},21} e 3 3 |ABB, BAB, BBA
m 4 A,A,B,B 4 6 |AABB, ABAB, ABBA, BAAB,
BABA, BBAA
Ismétléses n 4 A A B,C 4 12 |AABC, AACB, ABAC, ACAB,
permutdcidk ABCA, ACBA, BAAC, CAAB,
képzése BACA, CABA, BCAA, CBAA
o S A,A,B,B,B 5 10 |AABBB, ABABB, ABBAB, ABBBA,

BAABB, BABAB, BABBA, BBAAB,
BBABA, BBBAA

p| 2 {A B} 1,2 3 |A,B,AB
Részhalmazok | q | 3 {A,B,C} 123 7 |A,B,C, AB, AC, BC, ABC
képzése tal 4 A B C D) 12 | 15 |A,B,C,D,AB,AC, AD, BC, BD,
34 CD, ABC, ABD, ACD, BCD, ABCD

A manipulativ feladatokban a tanulok kis szines pdlcikakkal, illetve a Descartes-féle
szorzatok képzésekor ezenkivil még szines kartonlapokkal dolgoztak. Példaként a
»VARIALAS” teszt b és a ,KOMBINALAS” teszt h feladatit mutatjuk be. (L. 2. és
3. dbra)

,.VARIALAS” b feladat (manipulativ)
Rakd ki az dbrdn lithaté Osszedllitdst az osszes killonbozé médon, ha a NARANCS, a ¢
BARNA és a FEHER szinii hdromszogeket és a SARGA és a ZOLD négyzeteket hasz-
ndlhatod fel!

2. dbra

,KOMBINALAS” h feladat (manipulativ)

Rakd ki az Osszes lehetséges kiilonbéz6, KET PALCIKABOL ALLO osszedllitdst, ha egy
Osszedllitdsnak csupa killonbozé szinii pdleikdbdl kell dlinia, és a pdlcikdk sorrendje nem
szdmit!

Felhaszndlhatd pélcikdk: PIROS, KEK, SARGA, ZOLD

3.dbra

A tanul6k irasban kaptik meg a feladatokat, mellékelve a sziikséges eszkozoket.
Ezutdn 6nélléan dolgoztak, majd miutin egy feladattal elkésziiltek, a jelenlevé pedagé-
gus feljegyezte az dltaluk elkészitett konstrukciokat.
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A szenzoros szint feladatait a tanuldk nyomatott teszteken oldottik meg.

Itt mdr nem valodi tdrgyak tényleges Osszeallitdsardl volt sz6, hanem csupdn targyak
képein jelolték a konstrukcidkat. A 4. és az 5. dbrdn példaként a ,,VARIALAS” teszt b
és a ,LKOMBINALAS” teszti feladatit mutatjuk be, feltiintetve a megolddst is. (Az i
feladattal megegyezé dbrdt haszndlunk a jfeladatban is, csak az utébbiban nem 2,
hanem 3 gytimoélesot kell bekarikdzni.)

LVARIALAS” b feladat

b) Oltoztesd fel az dbrdn ldthatd fiut a lehetséges dsszes kiilonbozdé médon, ha hiromféle inget és
kétféle nadrdgot haszndlhatsz fel!

WIEFIERERK
A A R

4. dbra

,JKOMBINALAS” i feladat

i) Karikdzz be KET gyiimélesot a lehetséges Osszes kiilonboz3 mddon! Egy-egy kis dbrdn egy karikd-

zési lehetdséget jelolj!
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5. dbra

A formdlis szint feladatait a feladatrendszer bemutatdsa kapcsin mdr jellemeztik,
csupdn a feladatok megfogalmazdsinak illusztrildsaként idézzik a ,,VARIALAS” teszt
b feladatdt: ,,Sorold fel az d&sszes kiilonbozé, KET JELBOL ALLO sorozatot, ha az
elsd helyre az A vagy a B vagy a C betiit, a mdsodik helyre pedig az 1 vagy a 2
szdmjegyet teheted!”
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A képességek vizsgilatdt a 14 évesek korosztilydndl 1980-ban februdrtél majusig végeztiik Csongrad
megye 13 iskoldjdnak, a reprezentativitds szempontjai szerint Kivalasztott 600 tanuldjdval.

A vizsgdlat e szakaszdban a rendszerezési, a logikai és a kombinativ képesség méréseit végeztiik el. A
résztvevo tanuldk szamdra heti egy-két alkalommal kiscsoportos foglalkozasokat szerveztiink, ahol
egy-egy pedagdgus feliigyelete mellett 6ndlléan oldottik meg tesztjeinket, A hdarom képesség teljes
tesztrendszerének megolddsa Osszesen koriilbelill 22—-24 6rdt vett igénybe. Az igy kapott megoldasok
hatalmas adattomege a miveleti képességek strukturdjanak, kapcsolatrendszerének alapos, részletekbe
mend feltdrdsat teszi lehetové,

Az itt bemutatando statisztikai jellemzdk a kb. 550 tanul6 dltal megoldott 3 X 37 = 111 feladaton,
azaz oOsszesen kb. 60 ezer megolddson alapulnak, ez pedig tobb mint fél millié konstrukcié megalko-
tasat és felsoroldsat igényelte.

Az adatok feldolgozdsa sordn az egyes feladatok minden konstrukcidjahoz egy kédszamot rendel-
tiink. E kédszamok sordnak szdmitdgépre vitelével modunk van annak nyilvdntartdsara, hogy az egyes
tanulék milyen konstrukcidkat milyen sorrendben soroltak fel, és igy ezen adatok elemzésével lénye-
gében a gondolkodds folyamataira kovetkeztethetiink vissza. Az elemzésnek ez a formdja jelenleg
folyamatban van. Ezen til azonban sziikség van a feladatok teljesitményeinek tomorebb, mennyiségi
jellemzésére is.

Az egyik adat, amivel a miiveleti képesség kialakultsigit jellemezhetjiik, azon tanuldknak az
aranya, akik a feladatot hibatlanul oldottak meg. Hibatlan megolddson azt értjiik, hogy a tanuld éppen
a sziikséges konstrukciokat sorolta fel, nem kevesebbet, és nem is ismételt meg tobbszor azonosat.
Sziikség van azonban azoknak a feladatmegoldasoknak a jellemzésére is, amelyek nem tokéletesek
ugyan, mivel nem soroltak fel az dsszes konstrukcidit, illetve tartalmaznak felesleges konstrukciokat is.
Ezért definidltunk egy mennyiséget a megoldasok jésaganak jellemzésére, amely a jo konstrukcidk
szamanak (x) és a felesleges, ismétl6dé konstrukciok szamdnak (y) a fiiggvénye. A megoldds josaga:

x+(T —y)
T?

Tii=

A képletben T a teljes megoldashoz tartozé, vagyis az Osszes lchetséges konstrukcié szdma
(T = Xmax)- Ha a feladat megolddsa hibatlan, akkor J = 1, ez esetben x = T és y = O. Ha a feladat
megolddsa hibds, akkor minden hidnyzd j6, illetve minden felesleges, ismétl6dé konstrukcié ardnyosan
csokkenti J értékét. (w=T esetén J = O. Ugyancsak nulla értékilinek tekintettiik a néhdny esetben
eléforduld y > T jellegli megoldasokat.)

Az ismertetett megfontoldsokra épitett fontosabb statisztikai jellemzdket a ,,VARIALAS” teszt-
re a 3., a ,,KOMBINALAS” tesztre a 4. tdbldzatban mutatjuk be. A tdblizatok egymds melletti
tombokben tartalmazzdk a manipulativ, a szenzoros és a formalis szint statisztikai jellemzdit. A statisz-
tikai adatok elsé oszlopai a j6 konstrukciok szdimdnak dtlagdt (x), a mdsodik oszlopok ugyanezen
mennyiség relativ szérdsat tartalmazzik. (x)-et T-vel Gsszehasonlitva litjuk, hogy a jé konstrukciok
dtlagos szama mennyire kozeliti meg a lehetséges maximumot. A harmadik oszlopokban a J - T (J
dtlaga T-vel szorozva) mennyiséget tiintettiik fel, ez ugyanis (x)-el dsszehasonlithaté. Az eltérés mér-
téke az ismétl6dd, felesleges konstrukcidk ardnydt jellemzi. Mivel T a feladat silyanak is tekinthetd, a
szubtesztek, tesztek mennyiségi jellemzdit is a J + T mennyiségekbdl alakitottuk Ki.

A negyedik oszlop J szdzszorosit mutatja, vagyis a feladat josdgdt szazalékban kifejezve. Ez az
egyes feladatok egymassal 6sszehasonlithatd jellemzésére alkalmas.

Az 6tddik oszlopok J relativ szérdsit (CVy %) mutatjak, mely egyben természetesen a J « T-neK is,
illetve a 100 J-nek is relativ szorasa. Végiil a 6. oszlopban mindeniitt azoknak a tanuldknak az aranyait
tiintettiik fel szdazalékban, akik az adott feladatot hibatlanul oldottdk meg (akiknél tehat J = 1).

4. Az eredmeények értékelése

E rovid terjedelemben nem vidllalkozhatunk arra, hogy a tablazatok altal tiikrozott osszefiiggésrend-
szert részletekbe menden elemezziik. Az itt kovetkez6 rovid megjegyzéseinkben csak néhiny tenden-
cidra hivjuk fel a figyelmet, illetve szempontokat adunk a tdbldzatok tovibbi clemzéséhez. ElGszor a
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3. tdbldzat. A 14 éves tanulok teljesitményeia ,,VARIALAS" teszteken (546 tanuld)

-0 a0 oD

e e 09

» m 0o

A teljesitmények jellemzGi
A Manipulativ Szenzoros Formalis
fela- i
dat | Xgiax Hibat- Hibat- Hibat-
jele J6 konst- A megoldds lan J6 konst- A megoldas lan J6 konst- A megoldas lan
rukciék mindsége megold.| rukcidk mindsége megold. | rukcidk mindsége megold.
aranya aranya aranya
X C(‘%/," J+T 10017 C;:J J%l X C,;:" J+T 100] C,;:J J; X C;:" J+T 100] C;,:J J;
4 366 25 364 91 26 83,6 3,54 31 3,34 83 37 72,9 290 61 287 72 62 70,1
6 5,56 21 554 92 22 82,2 520 32 493 82 37 66,3 430 62 427 71 63 69,5
12 | 10,84 21 10,74 89 22 67,6 | 10,15 33 9,58 80 39 58,4 8,10 65 8,10 67 66 58,4
8 6,80 30 6,70 84 32 63,6 5,65 4S5 5,35 66 49 371 5,37 67 5,34 67 67 60,3
12 (10,88 21 10,71 89 24 65,1 | 10,36 32 9,87 82 36 62,9 9,10 53 9,06 75 54 67,2
16 | 11,58 41 11,33 70 43 36,6 |10,02 51 9,33 58 55 16,9 965 73 9,51 59 73 43,7
4 387 14 3,84 96 16 89,9 347 33 3,32 83 40 76,6 3.52. 29 3,51 87 28 74,1
8 50 17 (7 7,10 88 19 58,6 6,16 40 §91 73 44 446 5,40 45 5,37 66 46 2751
9 833 17 8,24 92 17 74 4 741 36 707 79 41 58,0 6,74 47 6,69 75 47 52,2
16 | 14,13 20 13,98 87 21 57,0 | 12,81 38 1243 77 41 52,7 |11,85 43 11,771 73 43 43,1
16 (11,23 29 11,04 68 29 99 (10,18 50 9,78 61 53 157 7,75 59 7,71 47 59 6,7
1 6 529 23 523 87 24 68,9 4,80 36 461 77 40 55,1 4,58 41 455 176 42 55,4
m 6 532 24 523 87 26 69,5 481 38 455 76 43 53,8 466 41 4162 « 71 42 56,5
n 12 | 10,53 22 1040 86 23 61,0 9,63 36 9.27 77 40 51,6 8,58 47 848 70 48 446
o 20 (1695 24 16,88 83 27 48,2 1561 39 15,17 175 42 459 [14,00 48 1392 69 48 40,3
6 440 31 435 73 32 32,6 3,38 43 295 S0 57 7,9 3,31 45 325 S5 47 1155
12 8,85 29 8,73 71 31 24,7 7,11 39 652 53 47 54 6,26 54 6,19 S0 55 6,9
14 8,60 39 847 61 41 11,5 6,54 46 598 43 53 1,8 5,76 S5 5,72 41 56 2,4
20 | 14,71 27 1449 72 29 19,2 113,10 35 12,15 60 42 58 110,70 54 10,62 52 53 6,6
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4. tabldzat. A 14 éves tanulok teljesitményei a , KOMBINALAS" teszteken (541 tanuld)

A teljesitmények jellemzdi

A Manipulativ Szenzoros Formailis

fela- T

dats | Xrnax Hibat- Hibat- Hibat-

jele J6 konst- A megoldas lan J6 konst- A megoldas lan J6 konst- A megoldas lan

rukcidok mindsége megold. | rukcidk mindsége megold)]  rukciék mindsége megold.
ardnya aranya aranya
X C;:" J+T 1001 C;:J J; X C;;" J+T 1003 C;;J JZ X C;g" J-T 100] C,Z" J;l

a 3290 14 229 =78 27 370 264 30 1,18 39 114 29,1 2,70 29 210 71 38 288
b 4| 361 23 239 59 52 29,7 3,27 40 235 59 60 350 | 324 40 1,57 39 97 19,1
c o lo4 0t 31 240 48 75 227 384 42 252 49 78 30,0 | 3,55 51 1,65 ;33 130 176
d 6 15526 22 425 10 41 425 495 32 384 64 50 314 | 494 37 353 58 54 28,7
e 10 | 709 35 588 58 49 123 753 34 6,50 65 42 11,7 | 6,19 59 427 43 77 7,8
f 10 | 847 21 721 12 38 34,1 836 26 7,24 72 37" 245 || 976 41 569 57 58--"22'9
g 3 | 28 14 1,56, .52 91 46,2 288 18 264 88 35 851 | 246 46 124 <41 1125 358
h 6151 26 425 70 46 451 544 23 523 87 28 70,2 | 503 36 260 43 98 276
i 10 | 820 25 7,26 72 40 379 843 26 791 179 31 354 | 797 39 501 “50 72 25,0
j 100-1-650% 35 1529 52 53 10,7 6,73 37 6,17 61 42 68 | 5,80 53 360 36 80 6,0
k 15 7,72 47 6,26 41 60 157 7,77 48 7,01 46 52 24 | 540 70 4,22 28 75 1,0
1 3 ] 268 28 267 89 28 78,7 258 35 245 82 41 720 | 255 35 254 85 36 743
m 6| 505 27 500 83 28 56,2 453 42 434 73 46 448 | 447 38 445 74 38 403
n 121834 .37 B11 67 38 16,8 724 52 6,89 57 54 138 | 6,22 57 6,20 51 57 8,8
o 10 | 696 36 681 68 37 148 6,27 49" ° 592 59 5§52 138 | .561 S1 559 56 51 8,4
p 3 1,82 56 1,58 51 67 324 262 34 253 84 37 769 | 1,68 58 1,36 44 71 18,2
q T-1325 586 2713 238: 106+« 258 568 33 548 79 38 440 | 340 71 228 .33 11130
I ISCIS92 5 99 527 B4 112 68 (10,23 38 9,72 65 43 143 | 558 90 445 29 101 40



" kombinativ képesség strukturdjanak feltardsara irainyulé munkank illusztraldsaként olyan Osszefiiggése-
ket emeliink ki, amelyck mdr a bemutatott egyszeri statisztikai adatok dltal is sejtetik a kombinativ
miiveletek rendszerénck felépitését, és lehetové teszik néhany hipotézis megfogalmazasit. Majd a 14
éves korra clért fejlodési szint alapjdn az iskolai fejlesztés lehetdségeit, feladatait elemezziik.

A ,VARIALAS” teszteken elért teljesitmények 4ltaldban magasabbak a ,,KOM-
BINALAS” tesztek teljesitményeinél. Kivételt képez az ismétléses permuticiok feladat-
csoportja, amely mind a j6 konstrukciék magas szimdval, mind pedig az ismétl6d6 konst-
rukciok alacsony szdmdval ,.kilég” a ,,KOMBINALAS” teszt tobbi feladata koziil. Ez
az ismétléses permuticicknak a ,,VARIALAS” feladataival valé kozelebbi rokon-
sdgdra utal.

Ugy tlinik, hogy a ,,KOMBINALAS” teszt mdsik hirom feladatcsoportja, amelyeket
.,a konstrukciok elemeinek sorrendje nem szamit” tulajdonsig kapcsol Ossze, szoro-
sabban Osszetartozik. Némileg modositja a képet a szenzoros szint, ahol az ismétlés nél-
kiili kombindcidk teljesitményei magasabbak, mint az ismétléses permutdciokéi. Es ha a
,KOMBINALAS” o feladatit, melyben lényegében két, illetve hdrom betl helyét kell
kombindlnunk egy 6t betlis konstrukcidban, Osszehasonlitjuk az i és a j feladatokkal,
ahol ugyanezeket a kombindcidkat kell képezni, azt ldtjuk, hogy az o feladat teljesit-
ményei mindhdrom szinten az i és a j feladatok teljesitményei kozé esnek.

Mindez arra utal, hogy az ismétléses permutdciok miiveleteinek a miveletek rend-
szerében elfoglalt helyét csak tovdbbi elemzésekkel hatdrozhatjuk meg.

A ,VARIALAS” és a ,KOMBINALAS” feladatait osszevetve (az emlitett kivétellel)
azt tapasztaljuk, hogy a ,,VARIALAS” feladataindl x és J - T kozott sokkal kisebb a
kiilonbség, mint a ,KOMBINALAS” feladataindl. Ez arra utal, hogy csak az elemek
sorrendjében kilonbozo, ekvivalensnek szdmité konstrukciék azonositdsa okoz nehéz-
séget.

Ami az egyes szinteket illeti, néhdny kivételtdl eltekintve érvényesiil az a tendencia,
hogy manipulativ—szenzoros—formadlis sorrendben csokkennek a teljesitmények. A
kiillonbség dltaldban nem tul nagy. E jelenségbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a 14 éves
tanuloknal a miiveletvégzés mar jorészt fiiggetlenedik a konkrét targyi cselekvéstol.

A ,,VARIALAS” tesztek feladatai kozil a Descartes-féle szorzatok és az ismétléses
varidciok képzése koriilbeliil egyforma nehézségilinek bizonyult. Manipulativ és formalis
szintre érvényes, hogy az Osszehasonlithaté a feladatok teljesitményei alacsonyabbak a g
feladatok teljesitményeinél, viszont az f és a k feladatok esetében épp forditott a helyzet. Az
ismétlés nélkiili varidciok, illetve az Gsszes ismétléses variacio képzésénél fokozatosan gyen-
gulo teljesitményeket tapasztalunk.

Ami a ,KOMBINALAS” tesztek feladatait illeti, sokkal bonyolultabb kép dll
elottiink. Itt mdr kevésbé érvényesiilnek egyértelmi tendencidk. Az ismétléses és az
ismétlés nélkili kombindciok képzését Osszehasonlitva azt tapasztaljuk, hogy a négy
egymdsnak megfeleltethetd feladatpdr (a—g, d—h, f—i, e—j) koziil az egyszeriibb felada-
tokndl a teljesitmények nagyjdbol kiegyenlitettek, illetve talin kissé jobbak az ismétlés
nélkiili kombindciék esetében. A bonyolultabb feladatoknal (f—i, e—j) viszont minden
adat egyértelmfien az ismétléses kombindciék magasabb teljesitményeit tiikrozi. Erdekes
az ismétlés nélkili kombindcidk és a részhalmazok képzésének a szenzoros szinten ki-
ugréan magas eredménye, ami ellentétes az dltalinos tendencidkkal. Az okok feltdrdsa
itt is tovdbbi elemzést igényel.
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Ezek utdn vizsgiljuk meg azt a kérdést, hogy egy kombinativ miivelet eredményes-
ségét a feladat melyik mennyiségi jellemzGje befolydsolja leginkdbb. E kérdést a telje-
sitmények jellemz6i alapjdn mar egyértelmlien megvilaszolhatjuk: a muvelet miikodését
dont6 mértékben az hatdrozza meg, hogy hiny elembdl dllé konstrukcidkat kell létre-
hozni. SGt, ezen tilmenden megfogalmazhatjuk azt a hipotézist is, hogy elészor a két
elembdl dllé konstrukcidk, a parok képzésére alakulnak ki a miuveletek, a tobbelemes
konstrukcidra valé dltaldnositds pedig mindségi ugrdst, a fejlodés Gjabb szintjét jelenti.
A hdrom- és négyelemi konstrukcidkat feltételez feladatokndl — egy kivétellel — a
teljesitmények adatai ugrdsszertien csokkennek.

Kiilonosen élesen mutatkozik ez meg a ,,VARIALAS” d feladatdndl, ahol mind az e,
mind az f feladat tobb konstrukciét dllit eld, mint a d; az i feladatban, ahol a h-ndl
eggyel tobb konstrukciot kell képezni és a kiindulé elemek szdma is nagyobb; és ugyan-
igy feltiiné a kiilonbség a j és a k feladatokat Gsszehasonlitva is. A ,,KOMBINALAS”
teszt d feladatinak eredményei ugyancsak sokkal jobbak a b és a c-iéinél, az f ered-
ményei az e-nél, az i eredményei a jnél. A szenzoros szint i ¢és j feladatdt kiilon is
érdemes Osszehasonlitani, ugyanis mindkét feladathoz ugyanazt az dbrdt (5. dbrdt) hasz-
néltuk. Az i feladat megolddsdval a tanul6k elvileg a j feladatot is megoldottdk — vagyis
két gyimolcs bekeretezésével 1ényegében mar kivalasztottik a hairom be nem keretezett
gyumolesot is —, mégis a j feladatndl a megoldds josiga 79%-r6l 61%-ra, a hibdtlan
megolddsok ardnya pedig 35,4%-16l 6,8%-ra csokkent.

Az egyetlen kivétel, ahol a 3 elemii konstrukciékndl kismértékd kb. 1%-os javuldst
tapasztalunk a 2 elemii konstrukciékhoz képest, az a ,,VARIALAS” | és m feladat-
parja (itt is csak manipulativ és formadlis szinten). A kiilonbséget magyardzhatjuk puszta
véletlennel, az 1 feladat megolddsa sordn bekovetkezett tanuldssal, vagy esetleg, mivel az
m feladat permutdciok képzését jelenti, annak képzésének sajatossdgaival.

A megfogalmazott néhdny észrevétel az anyagban rejlé tovdbbi elemzési lehetd-
ségekre vet fényt. A kombinativ miveletek struktirdjdnak részletes elemzését folyamat-
ban levé szdmitdsaink, a megolddsmenetek részletes elemzése, a korreldcios egyiitt-
haték kiszdmitdsa, a sokvdltozés regresszidanalizis, a faktoranalizis, a clusteranalizis
segitségével végezziik el. E szamitdsok nem csupdn a kombinativ miveletek belsé Ossze-
fliggéseinek feltdrdsira alkalmasak, hanem a rendszerezési, valamint a logikai miiveletek-
kel valé kapcsolat és néhdny kiilsé tényez$ (szocidlis hdttér) hatdsainak vizsgdlatdra is.

Az adatokbol kibontakozé helyzetkép értékeléséhez szamitdsba kell venniink azt a
tényt, hogy az dltalinos iskoldbdl kilépd tanuldk tobbsége szamdra lezdrul az dltald-
nos képzés szakasza, mivel az dltaldnos képességek és a gondolkodds miiveleti képes-
ségeinek fejlesztésére a szakmai képzés keretei az dltaldnos iskoldndl kevesebb lehetd-
séget nytjtanak. Igy tehdt a tanulék egy részénél a kombinativ miiveletek rendszere
csonka marad.

A ,VARIALAS” tesztek feladatainak eredményei azt titkrozik, hogy a megfeleld
miiveletek pdrok képzésére kialakultak, a fejlodés a tanulok tobbségénél lezdrult. Erre
utalnak a megolddsok josiginak magas mutatéi. Ezek manipulativ szinten a leg-
magasabbak, 96% az ismétléses varidciok képzésének elsG feladatindl (g feladat). Ezt
kovetik az i (92%), valamint Descartes-féle szorzatok képzésének b (92%), a (91%),
c(89%) és e (89%) feladatai, majd néhiny ugyancsak 80% folotti eredmény. A
viszonylag alacsony, 20% koruli varidcios koefficiens értékek is arra utalnak, hogy itt

mdr csaknem lezdrult a fejlédés.
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Manipulativ szinten még viszonylag kicsi a kiillonbség a két és a hdrom elem{ konst-
rukciok képzése kOzott, azonban szenzoros szinten madr jelentGssé valik, kiilonosen
a hibdtlan megolddsok ardnydnak tekintetében. A két elembd] kiindulé ismétléses
variaciok esetében (h feladat) példdul a hibatlan megolddsok ardnya 44,6%, a
Descartes-féle szorzatok képzésének megfelels feladatndl (d feladat) pedig 37,1%.
Ezen a ponton a fejlédés teljessé tétele, a mennyiségi dltalinositds valdszinileg kis
erOfeszitéssel megoldhaté lenne.

A hdrom elemii konstrukciok képzése sorin felmerilé problémdk valdszinlleg nem
csupdan a kombinativ képességre jellemzGek, hanem dltaldban a gondolkoddsra: a gon-
dolkodds néha megrekedhet a kétviltozos osszefuggéseknél. Azoknak a struktirdknak
a tobbsége, amelyekkel az iskolai oktatds sordn a tanulék szembesiilnek, kétdimen-
zids. Ilyenek a biner reldciok, a kétvdltozos fiiggvények, a grafikonok, a tablizatok.
Még a valéjaban tobbdimenzids Osszefiiggéseket is tobbnyire kétvdltozdsokra lebontva
kozelitjuk meg. (Igy pl. a 3. és 4. tdbldzatunkban az adathalmazok bemutatdsit,
amelyek lényegében hdromdimenzidés tombok, kétdimenziés mdtrixok egymds mellé
helyezésével oldottuk meg.) Ez természetesen elGsegiti a problémdk analizisét, ha a
lebontds a teljes rendszert magdban foglalja, és ha kifejlédnek a részleteknek a sok-
dimenziés Osszefliggésrendszerbe valé visszahelyezésének, Osszerakasinak képességei is.
Ezek pedig lényegében nem mdsok, mint a megfelel6 kombinativ miveletek.

Elfogadhatéan jok a teljesitmények a ,,VARIALAS™ tesztek utolsé feladatcsoport-
janal, az Osszes ismétléses varidcio képzésénél is.

A ,KOMBINALAS” tesztek feladatainak teljesitményszintjei alacsonyabbak az
el6zGekben tirgyalt feladatok teljesitminyeinél. Az X és a megfeleld J - T adatokat
Osszehasonlitva az is kideriil, hogy a kiilonbségek nagy részét a sziikségesnél tobb
ismétl6dé konstrukcié felirdsa okozza, vagyis az ekvivalencia-kritérium fel nem
ismerése. Példdul a manipulativ tesztek tiz konstrukciot elddllité feladatainak x
értékeibol kozvetlenil is leolvashatd, hogy a tanuldk az Osszes kilonbozé konstruk-
ciénak dtlagosan 65-—-80%-dt (e: 70,9%, f: 84,7%, i: 82,0%, j: 65,0%, o: 69,6%) el-
készitették, és ez nem rosszabb a ,VARIALAS” tesztek megfelel6 értékeinél. A
hibdtlan megolddsok 25—45%-o0s ardnya viszont sokkal kisebb a , VARIALAS”
teszten tapasztaltndl. Mindez arra utal, hogy a tanuldk tobbségénél nem alakulnak ki
a kombindciok képzésének specidlis miiveleti sémadi, a konstrukcidkat véletlenszerten,
vagy a varidciok képzésének analdgidjira hozzdk létre. A fejlesztésnek tehdt itt
kiemelkedd jelentdsége van, és elsGsorban a kombindciok képzésének eltéré vondsaira
kell Osszpontositani.

A varidcidés koefficiensek magas értékei a ,,KOMBINALAS” tesztek feladatainal jel-
zik, hogy itt a teljesitmények erdsen széthuzott skadldjdval van dolgunk. Nem arrél
van tehdt sz6, hogy e korosztdly tagjai egységesen a fejlodés kozepes fokdn dllnak,
hanem rendkivill heterogén fejlettségliek.

Ezzel kapcsolatban utalnunk kell azokra a kulonbségekre, amelyek Piaget ered-
ményeivel szemben mutatkoztak. Egyik megjegyzésiink az, hogy a miiveletek fejlett-
sége szempontjabdl a vizsgdlt korosztdly sokkal heterogénebb képet mutat anndl, sem-
hogy a fejlettséget az életkori periédusokkal jellemezhetnénk. Mdsik észrevételiink az,
hogy Piaget csak a parok képzését vizsgilta (példdul a ,,KOMBINALAS” teszt d, f,
g, h, k, q feladatainak megfeleld eseteket), igy ezek alapjan sokkal kedvezGbb képet
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kapott, mintha a tobbelemu konstrukcick elGdllitdsit is magdban foglalé teljes rend-
szert tanulmanyozta volna.

A kombinativ képesség miiveleteinek kifejlesztése természetesen akkor lehet opti-
milis, ha az egész dltalanos iskola, s6t mdr az Gvodai korszak is dtfogo fejlesztési
program alapjdn torténik. Mdr 6vodds korban meg lehet kezdeni a pdrok képzésének
miveleteit fejleszté jitékokat. gyakorlatokat. Az iskoldban a fejlesztés nem korla-
tozédhat a matematika tanitisira. A matematikatanitds feladata az, hogy kialakitsa a
kombinativ miiveleteket, nyomon kovesse ¢és irdnyitsa fejlodésiiket, megtanitsa a
mennyiségi dltaldnositdsokat, elvezessen a tevékenységek szabdlyainak felismeréséhez,
majd késGbb a matematikai Osszefiiggések megfogalmazdsdhoz.

Az egész gondolkoddst dthaté moiiveleti rendszer azonban csak akkor épil ki, ha
minden tantdrgyban feltirjuk a benniik rejl6 kombinatorikai struktirdkat, és a tan-
targy tartalmanak megtanitisa mellett egyben gondot forditunk azok fejlesztésére is.
Hogy itt pontosan mire gondolunk, azt két példaval illusztraljuk.

A ,VARIALAS” teszt b feladatiban egy hdrom- és egy kétértelm(i halmaz
Descartes-féle szorzatdt kell képezni. A nyelvtanban megjelenik ugyanez a miivelet,
amikor a személyes névmdsokat soroljuk fel. Itt a két Osszeszorzandé halmaz a szdm:
[egyes, tobbes] és a személy: [elsG, mdsodik, harmadik].

A szorzathalmaz megfelelé elemeihez rendeljik a névmdsokat: az egyes szdm elsé
személy = én stb. E séma alapjin soroljuk fel a birtokos (enyém, tied,...) és a
visszahaté (engem, téged,...) névmdsokat. Ha az igeragozdsra tériink dt, ott is e
séma mikodik, de mdr lehetGségiink van a harmadik dimenzidba val6 kilépésre, ha
bekapcsoljuk az igeid6ket is: [muilt, jelen, jovG]. A megfelelé igeragozisi esetek fel-
soroldsdt szinte minden tanulé elsajatitja. Ha az igy el6dllé haromdimenziés tomb
,matematikai” természetének tanulmdnyozisira is gondot forditunk, akkor nem
csupin a nyelvtant tanitjuk eredményesebben, hanem a sokat emlegetett gondol-
koddsi képességeket is fejlesztjiik. Mdr néhdny egyszer(i gyakorlat is sokat segitene,
példdul az emlitett hiromdimenziés tomb tobbféle ,,bejardsa™. (Példdul: soroljuk fel
az igeragozds megfelelé eseteit a megkezdett sort folytatva: irtam, irok, irni fogok,
irtunk, . ..) Mdsik példdnkat vegyiik az ugyancsak kimerithetetlen fejlesztési lehetd-
ségeket kindlo természettudomdnyok teriiletér6l, Amikor a kémiai reakcidk tdrgyaldsa
sordn a halmazillapot szerepérdl esik sz6, mindjart kitérhetiink két reagdlé anyag hal-
mazillapotok szerinti Osszes lehetGségének szimbavételére. Itt a [szilard, folyékony,
légnemti] halmaz kételem(i ismétléses kombindciéit kell képezniink (,,KOMBINALAS”
teszt d feladat), melyek a kovetkezdk: szilird—szilird, szilird—folyékony, szilird—giz,
folyékony—folyékony, folyékony—giz, giz—gdz. Ha ebbdl a teljességbdl emeljik ki a
szilird—szildrd esetet, és elmagyardzzuk, miért nem jon itt kozvetlenil létre reakcid,
madr a kémiai probléma alaposabb megértéséhez is adtunk valami tobbletet.

A miiveleti képességek struktirdjinak, fejlodési folyamatdnak feltdrdsdra irdnyul6
munkdnk els6 szakaszdban az alapvets, dltaldinos Osszefliggések megragaddsdra torek-
szink. E munka sordn szdmos, tovdbbi vizsgdléddsra érdemes probléma keril fel-
szinre. A részletek felderitésén til azonban kutatdsunk kovetkezd peri6dusdban a fej-
lesztés lehetGségeinek szambavételét, programjdnak, eszkozrendszerének kidolgozdsit
tlizzik ki célul,
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