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A STRUKTÚRA ÉS A TARTALOM SZEREPÉNEK VIZSGÁLATA 
I Z O M O R F K O M B I N A T O R I K A I F E L A D A T O K B A N 

CSAPÓ BENŐ 
JATE Pedagógiai Tanszék 

A tanulmány a kombinat ív műveletek rendszerét és fejlődési fo lyamatát vizsgáló 
hosszabb kutatási program részeként készült. A mérési anyagból kiemelt izomorf felada
tok eredményeit elemezve keresi a választ arra a kérdésre, hogy a tel jesítmények meg
határozásában milyen szerepe van a feladat s t ruktúrájának ós milyen a konkrét tartalom
nak. A felhasznált 19 feladat hat különböző, de egymással izomorf s t ruktúrát testesít 
meg. Az elemzés szerint a tel jesítmények abszolút értékének meghatározásában a feladat 
s t ruktúrá jának domináns szerepe van. Azonos struktúra mellett a tel jesítmények a tarta
lom megváltoztatása során is közel állandónak bizonyulnak, a tartalom absztraktabbé 
vá lásával kismértékben csökkennek. A feladatstruktúra megváltoztatása viszont a teljesít
mények jelentős változásához vezethet, az eredmények a feladatok struktúrájának izo
morfiája mellett is jelentősen különböznek. A korrelációs együtthatók alapján végzett 
cluster-analízis elsődlegesen az azonos tar ta lmú feladatokat sorolta közös csoportba. 
E csoportokon belül viszont jó közelítéssel azt a kapcsolatrendszert kapjuk, amit a struk
túrák között elméleti elemzéssel kimutattunk. 

A JATE Pedagógiai Tanszékén 1976-ban kezdődött az a kutatási program, 
amely a műveleti képességek (Nagy, [8], 120 — 121. o.) struktúrájának és fejlő
dési folyamatának leírását tűzte ki célul. Az egyik vizsgált terület kombinatív 
képesség (Csapó, [1] , [2]). A méréshez kidolgozott tesztrendszer közel 150 
kombinatorikai feladatot tartalmaz, és a kombinatív képességnek egy hipote
tikus rendszerét reprezentálja. Az empirikus vizsgálatokat három korosztállyal 
(10, 14 és 17 évesek) végeztük, a legnagyobb a nyolcadik "osztályos minta volt 
(600 fő). A mérési anyag az alapkérdések megválaszolásán túl speciális problé
mák mélyebb elemzésére is lehetőséget nyújt. 

Eredményeink értékeléséhez szükség van annak tisztázására, hogy egy fel
adat-struktúra megoldásában elért teljesítmények mennyiben invariánsak a feladat 
konkrét tartalmával szemben, vagyis mennyiben befolyásolja az eredményeket 
az, hogy a struktúrát milyen konkrét tartalom testesíti meg. A kérdés vizsgála
tának tágabb elméleti jelentősége is van. Egyrészt a struktúrák gondolkodás
beli szerepével, másrészt pedig tesztelméleti kérdésekkel kapcsolatos. 

E tanulmányban a tizennégy éves korosztály anyagát felhasználva 19 
izomorf struktúrájú feladat eredményein keresztül elemezzük a felvetett 
kérdéseket. 
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A probléma előzményei 

A kombinatív műveletekkel és a p s z i c h i k u s struktúrákkal k a p c s o l a t o s m e g 
fontolásokat egyaránt P i a g e t - i g vezethetjük v i s s z a . P i a g e t koncepciója s z e r i n t a 
gondolkodás és a m a t e m a t i k a alapvető struktúrái m e g e g y e z n e k , és a formális 
gondolkodás kialakulását a z j e l l e m z i , h o g y egybeszerveződik a három alapvető 
struktúra: a topológiai struktúra, a c s o p o r t és a háló [9]« A z elmélet involválja 
a z t a feltételezést, h o g y a k i a l a k u l t műveleti struktúra különböző t a r t a l m a k o n 
egyaránt működőképes. Ezért például l o g i k a i műveletek fejlődésót f i z i k a i kísér
l e t e k értelmezése során t e t t kijelentéseket e l e m e z v e vizsgálja, m a j d e g y k o m b i 
n a t o r i k a i jellegű f e l a d a t megoldásában külön i s f o g l a l k o z i k a 16 kétváltozós 
l o g i k a i műveletet egybefoglaló háló-struktúrával [5] . 

A P i a g e t nyomán kibontakozó sokirányú gondolkodáskutatás s z i n t e m i n d e n 
irányzata központi kérdésként k e z e l i a struktúrák vizsgálatát. Különösen s o k 
elemzés tárgya v o l t a csoport-struktúra. D i e n e s és, munkatársa a c s o p o r t 
struktúrán vizsgálják a struktúra-struktúra kölcsönhatást ( t r a n s z f e r ) [ 3 ] , 
K l e i n és munkatársai a tanulókópessóget [6] . A háló-struktúrával már k e v e s e b b 
kutató f o g l a l k o z i k , és s z i n t e egyáltalán n e m elemezték a z t a k o m b i n a t o r i k a i 
struktúrát, a m e l y n e k kialakulása — P i a g e t s z e r i n t — a gondolkodásban m e g 
határozó jelentőségű. 

A struktúra szerepének hangsúlyozása m e l l e t t új oldalról közelíti m e g a kér
dést a kognitív pszichológia. Különböző vizsgálatok bizonyítják, h o g y a f e l a d a 
t o k struktúrájának kismértékű, még a z i z o m o r f i a határain belül maradó 
megváltoztatása i s nagymértékben befolyásolja a megoldás eredményességét 
( S i m o n H a y e s , [10], H a y e s S i m o n , [ 4 ] és S i m o n , [11]). 

A struktúra problémája a tesztelméletben a kritériüm-öriéntáit ( c r i t e r i o n -
r e f e r e n c e d ) t e s z t e k megjelenésével vetődik f e l i g e n 1 élesén. A pszichológiai 
t e s z t e k többsége egészen a legutóbbi időkig a normativitás e l v e i s z e r i n t készült. 
A normatív t e s z t e k alkalmazásának hátterében k i d o l g o z o t t s t a t i s z t i k a i elmélet 
áll (1 . p l . [ 7 ] ) . A z o n b a n , s a j n o s n e m m i n d e n célra használhatok egyaránt 
eredményesen, pedagógiai alkalmazásuk p e d i g különösen p r o b l e m a t i k u s . 
Ezért e g y r e szélesebb körben t e r j e d n e k a kritérium-orientált t e s z t e k . I t t a 
teljesítmény-értékeknek önmagukban ( a normákra váló vonatkoztatás nélkül) 
i s jelentéssel k e l l bírniuk, ez p e d i g megköveteli, h o g y a tészt-itemek jól r e p r e 
zentálják a vizsgálandó p s z i c h i k u s struktúrákat." E z a váliditás fogalmának 
újraértelmezését, i l l e t v e új validálási eljárások kidolgozását t e s z i szükségessé. 

Matematikai háttér 

A z elemzéshez felhasznált f e l a d a t o k hat különböző, de egymással izomorf 
f e l adatstruktúrát testesítenek m e g . A h a t struktúra között m a t e m a t i k a i 
szempontból különböző k a p c s o l a t o k a t értelmezhetünk. M i v e l e g y i k kérdésünk 
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éppen az, hogy a struktúrák közötti matematikai összefüggések miképpen 
jelentkeznek a feladatok megoldásában, elsőként tekintsük át a hat feladat
struktúrát és a közöttük értelmezhető összefüggéseket. 

Ismeretes, hogy egy 'n' elemű halmaz elemeiből képzett 'k' tagú ós 'n—k' tagú, 
ismétlés nélküli kombinációk száma megegyezik. 
E z t a jól ismert 

I I I 

( I ) ( k ) ( n - k ) ) 

egyenlőség fejezi ki. í g y speciálisan öt elem kéttagú és háromtagú kombinációinak száma 
megegyezik (egyaránt 10), és közöttük kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést létesít
hetünk: mindegyik részhalmazhoz hozzárendelhetjük a komplementerét. Belátható továb
bá, hogy a kételemű kombinációk minden egyes felsorolásának megfeleltethetjük a három
elemű kombinációk egy felsorolását és megfordítva. Például az A, B , 0, D, E elemekből 
képezett kételemű kombinációk. 

(I) A B , AC, A D , A E , B C , B D , B E , CD, C E , D E 

ábécé szerinti felsorolásának megfeleltethető a háromelemű kombinációk fordított betű
rend szerinti felsorolása: 

(II) E D C , E D B , E C B , D C B , A D E , E C A , DCA, E B A , D B A , CB A. 

A két felsorolás izomorf matematikai értelemben (itt a művelet tar tás kritériuma helyett 
a relációtartást, esetünkben a rendezési reláció megmaradását vesszük), és belátható, hogy 
a két felsorolási feladat izomorf probléma Simon meghatározása értelmében: „ K é t prob
léma akkor számít izomorfnak, ha az egyik probléma megengedett lépései kölcsönösen 
egyértelmű megfeleltetésbe hozhatók a másik probléma megengedett lépéseivel." (Simon, 
[ I I ] , 272. o.) 

Ismeretes, hogy az 'n' elemű halmazból képezett 'k' elemű ismétléses kombinációk 
és az 'n' elemből képzett 'n+k—1' elemű, ismétlés nélküli kombinációk között kölcsönö
sen egyértelmű megfeleltetés létesíthető, 
í g y esetünkben: 

I I I I I I I V 

( s ) - ( s ) - r n - r n 
Tehát az előző kettőhöz további két izomorf felsorolást találtunk, az A B C elemekből 

képezett háromtagú ismétléses kombinációkat: 

( I I I ) AAA, A A B , AAC, A B B , A B C , ACC, B B B , B B C , BCC, CCC 

és az A B C D elemekbőlképezett kéttagú ismétléses kombinációkat: 

(IV) AA, A B , AC, A D , B B , B C , B D , CC, CD, D D . 

Az (1) egyenlőséget további alakokban is felírhatjuk: 
I I I V V I 

k !(n—k) ! ) (k,(n—k)) 

Az (V) képlet többek között kifejezi 'n' olyan elemismótléses permutációinak számát, 
melyek között 'k' illetve (n—k) számú azonos van. í g y az előzőekkel izomorf felsorolás a. 
következő: 
(V) A A B B B , A B A B B , A B B A B , A B B B A , B A A B B , 

'BAB A B , B A B B A , B B A A B , B B A B A , B B B A A 
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E z t a felsorolást például származtathat juk úgy az (I)-ből, hogy ahol a (I) az (A, B , C, D, E ) 
rendezett halmaz 1. ós 2. elemét tartalmazza, ott (V)-ben az 1. ós 2. helyre teszünk A-t, 
a többi helyre B-t, ahol az (I)-ben az (A, B , C, D, E ) 1. ós 3. eleme szerepel, ott (V)-ben az 
1- ós a 3. helyre teszünk A-t stb. A (VT) formula a halmazok partíciójának is szokásos 
jelölése, azt adja meg, hogy hányféleképpen lehet egy halmazt egy 'k' és egy 'n—k' elemű 
részhalmazra bontani. Az (A, B, 0, D, E ) halmaz 2/3 típusú partíciói például: 

(VI) A B / C D E , AO/BDE, A D / B C E , A E / B C D , BC/ADE, 
BD/ACE, BE/ACD, C D / A B E , C E / A B D , DE/ABC 

Ránézésre látható, hogy a (VI) felsorolás az (I) és (II) felsorolás egyesítésével áll elő, ós 
így azokkal nyi lvánvalóan izomorf. 

Összefoglalva megállapíthatjuk, hogy hat különböző, de egymással izomorf 
kombinatorikai felsorolást értelmeztünk, amelyek között különböző kapcsola
tokat figyelhettünk meg. Az (I) és (II) egy nagyobb struktúra része, és egymás 
komplementer részhalmazait tartalmazzák, (III) és (IV) a belőlük származtat
ható ismétléses kombinációk felsorolása. (VI) az (I) és (II) egyesítése, mely 
úgy áll kapcsolatban az (V) felsorolással, hogy a (VI) kételemű halmazai (V)-
ben az 'A', háromelemű halmazai pedig a 'B' betűk helyét jelölik ki. A felsoro
lás-típusok bemutatott kapcsolatait a 1. ábrán szemléltetett osztályozással 
foglalhatjuk össze. 

i I! III IV V VI 

ink: ismét lés nélküli kornbirjóció^ képzése 
ik : ismétléses kombinációk képzése 
ip : ismétléses permutációk képzése 
h p : halmazok par t íc ió inak képzése 

1. ábra 

A feladatok 

A kombinatív képesség vizsgálatához kidolgozott tesztrendszerben minden 
feladatstruktúrához három szinten, azaz három különböző tartalommal készítet
tünk feladatot: manipulatív (M), szenzoros (S) és formális (F) szinten. Manipu-
latív feladatoknál színes pálcikákból rakták ki a tanulók a megfelelő konstruk
ciókat, szenzoros szinten kis ábrákon jelölték be az összes lehetőséget, míg for
mális szinten betűkből kellett a megfelelő kombinációkat összeállítaniuk 
(tehát formális szinten azokat a betűkből álló felsorolásokat vártuk el, 
amelyeket az előző részben bemutattunk). 

A tesztek feladatrendszerében az (I) —(V) típusú felsoroláshoz mindhárom 
szint feladatai előfordulnak, sőt a tartalom hatásának részletesebb vizsgálata 
érdekében az (I), (II) és (V) típusú felsorolásokhoz szenzoros szinten még egy 
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„zajosabb" f e l a d a t o t (S2) i s készítettünk. A ( V I ) felsorolásnak megfelelő f e l 
a d a t o k közül mindössze e g y s z e r e p e l a r e n d s z e r b e n . 

A s z i n t e k közötti k a p c s o l a t o t a 2. ábra szemlélteti. 

M S1 52 F 
2. ábra 

A 19 f e l a d a t o t s z i n t és struktúra s z e r i n t i felosztásban a z 1. táblázatban f o g 
l a l t u k össze. ( A f e l a d a t o k r a a továbbiakban a megfelelő kisbetűkkel f o g u n k 
h i v a t k o z n i . ) 

Mint korábban már jeleztük, az eredeti feladatrendszert a kombinat ív képesség s t ruktúrá
jának vizsgálatára dolgoztuk ki, így elsődleges szempontunk az elméleti úton kapott 
hipotetikus struktúra lefedése volt. Az így elkészült feladatokhoz csatlakoztak a további , 
speciális problémák elemzésére szolgáló feladatok, melyeknek számát azonban opitmális 
határok között kellett tartanunk, ezért a táblázat néhány rovata üres. 

1. táblázat 

A feladatok struktúra és tartalom szerinti felosztásban 

Szint 
(tartalom) 

Struktúra Szint 
(tartalom) I I I i n rv V VI 

Manipulatív (M) a b c d e — 

(Sl) f g h i j k 

Szenzoros 
(S2) 1 m — — n — 

Formális o P q r s — 

A táblázat a z osztályozás s z e m p o n t j a i között n e m f e j e z k i h i e r a r c h i k u s 
v i s z o n y t , így abból a z l és a 2. ábrán b e m u t a t o t t osztályzások egymásutáni 
alkalmazásával lényegében kétféle hierarchiát készíthetünk. H a a f e l a d a t o k 
közös s z i n t alapján t a r t o z n a k s z o r o s a b b a n össze, a k k o r a 3. ábrán látható 

. osztályozást k a p j u k , h a p e d i g a z a z o n o s struktúra létesít s z o r o s a b b k a p c s o l a t o t , 
a k k o r a 4. ábra s z e r i n t i osztályozás adódik. 

F T sí 

a b c d e f g h I j k i m n o p q r s 
3, ábra 
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B 

in 

i r 

I V V I 

a f l o b g m p c h q d í r 

4. ábra 

n i 
e j n s k 

Manipulatív s z i n t e n vizsgálatunkhoz színes számolópálcikákat használtunk. 
A f e l a d a t o k h o z tartozó instrukciókat a vizsgált személyek írásban kapták 
m e g , a szöveg m e l l e t t a z elkészítendő összeállítás r a j z a i s s z e r e p e l t (egymás 
mellé h e l y e z e t t 2, 3 v a g y 5 pálcika r a j z a ) . A tanulók önállóan d o l g o z t a k , 
m a j d munkájukat b e f e j e z v e j e l e n t k e z t e k . Ezután a vizsgálatvezető a d a t 
gyűjtőn rögzítette a vizsgált személyek munkáját . 

Az öt manipulat ív feladat szövege: 
a) Rakd k i az összes lehetséges különböző, KÉT PÁLCIKÁBÓL ÁLLÓ összeállítást, ha 

egy összeállításnak csupa különböző színű pálcikából kell állnia, és a pálcikák sorrendje 
n e m számít! 
Felhasználható pálcikák: P I R O S , K É K , S Á R G A , ZÖLD, F E K E T E , 

b) Rakd ki az összes lehetséges különböző, H A B O M PÁLCIKÁBÓL ÁLLÓ összeállítást, 
ha egy összeállításnak csupa különböző színű pálcikából kell állnia, és a pálcikák sorrendje 
n e m számít! 
Felhasználható pálcikák: P I R O S , K É K , S Á R G A , ZÖLD, F E K E T E . 

c) Rakd ki az összes lehetséges különböző, HÁROM PÁLCIKÁBÓL ÁLLÓ összeállítást, 
ha egy összeállításban azonos színű pálcikák is lehetnek, és a pálcikák sorrendje n e m 
S7Z>á/¥Yh%í ^ 
Felhasználható pálcikák: P I R O S , K É K , S Á R G A . 

d) Rakd ki az összes lehetséges különböző, KÉT PÁLCIKÁBÓL ÁLLÓ összeállítást, ha egy 
összeállításban azonos színű pálcikák is lehetnek, és a pálcikáik sorrendje n e m számít! 
Felhasználható pálcikák: P I R O S , K É K , SÁRGA, ZÖLD., 

e) Rakd ki az összes o l y a n különböző, ÖT PÁLCIKÁBÓL ÁLLÓ sorozatot, amelyben két 
P I R O S és három KÉK pálcika van ! I t t természetesen számít a s o r r e n d is. 

S z e n z o r o s s z i n t e n m i n d e n f e l a d a t h o z 12 k i s , e g y f o r m a rajzból álló ábra 
t a r t o z i k , a vizsgált személyek e z e k e n jelölik b e a feltóteleket kielégítő összes 
lehetőséget. Azért használtunk a különböző lehetőségek számánál több r a j 
z o t , h o g y e z e k száma n e a d j o n támpontot a felsorolás teljességét illetően. 
Terjedelmük m i a t t a s z e n z o r o s f e l a d a t o k a t n e m közöljük t e l j e s részletességgel. 
E r r e a z o n b a n lényegében n i n c s i s szükség, m i v e l a f e l a d a t o k megfogalmazá
sában s o k a hasonló e l e m . A f e l a d a t szövege — akárcsak a manipulatív s z i n t e n 
— a lényeg leírására szorítkozott, k i e m e l v e a f e l a d a t l e g f o n t o s a b b , i l l e t v e vál
tozó e l e m e i t . 

A f e l a d a t o k h o z használt r a j z o k a t az 5. ábrán f o g l a l t u k össze. M i n d e n f e l a d a t 
h o z tehát 12 i l y e n k i s ábra t a r t o z i k , a h o g y a z t a ' g ' f e l a d a t példáján a 6. ábra 
szemlélteti. 

A z T , ' g ' és ' k ' f e l a d a t o k h o z e g y f o r m a r a j z o t használtunk. A z T f e l a d a t 2, 
a ' g ' három gyümölcs bekarikázását kéri, míg a ' k ' - b a n úgy k e l l a z ábrát két 
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részre o s z t a n i , h o g y a z e g y i k részbe 2 , a másikba 3 gyümölcs e s s en . A ' h ' f e l 
a d a t b a n 3 , az ' i ' - b e n 2 gyümölcsöt k e l l bekarikázni, a z T , ' m ' , és ' n ' f e l a d a t o k 
b a n p e d i g a gyümölcsöket k e l l a g y e r e k e k között k i o s z t a n i , és a kiosztást k i s 
v o n a l a k k a l jelölni. A ' j ' f e l a d a t b a n a felső s o r b a n levő j e l e k e t k e l l beírni a 
négyzetbe az összes lehetséges különböző s o r r e n d b e n . A r a j z o k és tevékenységek 
s z e r i n t s z e n z o r o s s z i n t e n újabb osztályozási lehetőség adódik ( 7 . ábra). 

r h 

g y k J i g y h 

f g k h i j I m n 
g y k : gyümölcsök karikázása 
j í .• j e l e k i ' rása 
g y h : gyümölcsök hozzárendelése g y e r e k e k h e z 

7. ábra 
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Formális szinten betűkből kell összeállításokat készíteni. Az instrukció a 
feladat szabatos megadására szorítkozik, a megoldást nem segíti ábra vagy 
szemléletes tartalom. 

A formális feladatok szövege: 

o) Készítsd el az összes lehetséges különböző KÉT BETŰBŐL ÁLLÓ összeállítást, h a , a z A , 
a B , aö, a D és a z E betűket használhatod fel, és u g y a n a z a betű egy összeállításban c s a k 
egyszer szerepelhet! A betűk sorrendje n e m számít! 

p) Készítsd el az összes lehetséges különböző, HÁROM BETŰBŐL ÁLLÓ összeállítást, ha 
a z A , a B , a O , a D és a z E betűket használhatod fel, és u g y a n a z a betű egy összeállításban 
c s a k egyszer szerepelhet! A betűk sorrendje n e m számít! 

q) Készítsd el az összes lehetséges különböző, HÁROM BETŰ BŐL ÁLLÓ összeállítást, ha 
a z A , a B , és aö betűket használhatod fel, és u g y a n a z a betű egy összeállításban többször 
i s szerepelhet! A betűk sorrendje n e m számít /_ 

r) Készítsd el a z összes lehetséges különböző, KÉT BETŰ BŐL ÁLLÓ összeállítást, ha az A , 
a B , a G és a D betűket használhatod fel, és u g y a n a z a betű egy összeállításban többször i s 
szerepelhet! A betűk sorrendje n e m számít! 

s) Áll ítsd elő az összes o l y a n különböző, ÖT BETŰBŐL ÁLLÓ sorozatot, amelyben két A és 
három B betű szerepel! Számít a betűk sorrendje is ! 

A feladatok osztályozási lehetőségeinek felvázolásával lényegében hipotézise
ket is megfogalmaztunk, ami a feladatok cluster-analízisének értelmezésében 
segíthet. Természetesen a bemutatott osztályozási szempontok bonyolult 
interferenciája is felléphet. Lehet, hogy az osztályok itt figyelembe nem vett 
szempontok szerint képződnek, de előfordulhat az is, hogy semmilyen szem
pont nem dominál és értelmezhetetlen, kaotikus csoportosulásokat kapunk. 

A mérés és az eredmények 

A vizsgálatot Csongrád megyében végeztük 600 tanulóval, akiket a reprezen
tativitás követelményei szerint választottunk ki a nyolcadik osztályosok közül. 
A tanulók a teszteket külön e célra szervezett foglalkozásokon pedagógusok 
felügyelete mellett oldották meg. 

Az adatok feldolgozása során első lépésként, egyetlen mennyiségi mutatóval jellemez
tük a feladatok megoldásának jóságát. E vál tozót (J) úgy definiáltuk, hogy 0 és 1 közötti 
értéket vegyen fel; az elkészített jó és szükséges kombinációk függvényében monoton 
növekedjen; a jó, de a feladat feltótelei szerint azonosnak számító (pl. A B = BA, mivel a 
kiválasztás sorrendje nem számít), ismétlődő és ezért felesleges kombinációk számának 
növekedésével csökkenjen. E feltóteleknek felel meg a 

_ x(T—y) 

formula, ahol 'x'a jó ós szükséges kombinációk számát, 'y' a jó de felesleges (ismétlődő) 
kombinációk számát, 'T ' pedig a teljes megoldáshoz tartozó különböző kombinációk szá
mát jelöli. (T = x m a x , az itt elemzett feladatoknál T = 10.) ' J ' értéke akkor 1, ha a tanuló 
az összes kombinációt felsorolja, és egyet sem ír fel kétszer. ' J ' értékét 'T'-vel (esetünkben 
10-zel) megszorozva a szubtesztek, tesztek eredményeinek számításához felhasználható 
számot kapunk, valamint ' T X J ' az 'x' értékével közvetlenül is összehasonlítható. 
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A feladatok megoldásának statisztikai jellemzőit a 2. táblázatban mutatjuk 
be. A táblázat tartalmazza a jó kombinációk számának átlagát (x) és szórását 
(sx), az ismétlődő (felesleges) kombinációk számának átlagát (y) és szórását 
(sy), a megoldás jóságának jellemzésére szolgáló mutató átlagának tízszeresét 
(10 J) és szórását (sj), valamint a hibátlan megoldások (J = 1 ) relatív gyakori
ságát %-ban. 

2. táblázat 

A tel jesítmények jellemzői 

Feladat Jó kombinációk Ismétlődő kombinációk A megoldás jóságának Hibátlan 

szint 
(tarta
lom) 

mat. 
struk
túra 

jele átlaga 
X 

szórása átlaga 
y 

szórása 
Sy 

10-szeres 
átlaga 
10J 

szórása 
sj 

megoldások 
aránya 

J = 1 
% 

M 

I 
I I 

I I I 
I V 
V 

a 
b 
c 
d 
e 

8,20 
6,50 
7,09 
8,47 
6,96 

2,05 
2,28 
2,51 
1,75 
2,51 

1,13 
1,67 
1,66 
1,37 
0,19 

1,44 
1,55 
1,50 
1,46 
0,50 

7,26 
5,29 
5,88 
7,21 
6,81 

2,90 
2,83 
2,90 
2,73 
2,51 

37,9 
10.7 
12,3 
34,1 
14.8 

S l 

I 
I I 

I I I 
IV 
V 

V I 

f 
g 
h 
i 
j 
k 

8,43 
6,73 
7,53 
8,36 
6,27 
5,20 

2,19 
2,49 
2,54 
2,21 
3,07 
1,92 

0,61 
0,78 
1,22 
1,28 
0,50 
1,02 

0,97 
1,08 
1,33 
1,32 
0,93 
1,24 

7.91 
6,17 
6,50 
7,24 
5.92 
4,55 

2,47 
2,62 
2,75 
2,66 
3,07 
1,90 

35.4 
6,8 

11.7 
24.5 
13.8 
2,4 

S2 
I 

I I 
V 

1 
m 
n 

6,03 
4,83 
4,16 

3,56 
3,19 
2,58 

1,11 
1,17 
1,52 

1,34 
1,36 
1,52 

5,13 
3,99 
3,13 

3,49 
2,99 
2,22 

17,8 
4,9 
1,5 

F 

I 
I I 

I I I 
IV 
V 

o 
P 
q 
r 
s 

7,97 
5,80 
6,19 
7,76 
5,61 

3,11 
3,07 
3,63 
3,22 
2,86 

2,13 
2.15 
2.16 
1,73 
0,02 

2,22 
2,13 
1,71 
1,75 
0,19 

5,01 
3,60 
4,27 
5,69 
5,59 

3,61 
2,88 
3,28 
3,28 
2,87 

25,0 
6,0 
7,8 

22,9 
8,4 

A feladatok között a 'J' értéke alapján számított korrelációs együtthatókat 
a 3. táblázat tartalmazza. (Helykímélés érdekében a 0-t és a tizedesvesszőt 
elhagytuk.) Mivel a korrelációs együttható kiszámításához felhasznált feladat
párok száma minden esetben meghaladta az 500-at, a táblázatban szereplő 
legkisebb értékek (rai = 0,12 és r b k = 0,12) is szigfininánsak 99 %-os meg
bízhatósági szinten. 

Az eredmények elemzése 

Az eredményeket kétféle szempontból érdemes szemügyre venni: 
1. Az egyes feladatok megoldásában nyújtott teljesítményeket a lehetséges 

maximumhoz viszonyítani, illetve egymással összehasonlítani; a feladatokat 
a teljesítmények jellemzői szerint csoportosítani, és így mintegy a feladatok 
,,külső" kapcsolatrendszerét feltárni; 
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3. láblázat 

A feladatok közötti korrelációs együtthatók 



2. A f e l a d a t o k „belső" összefüggéseit megvizsgálni, a z t a kapcso la t rendszer t , 
a m e l y e t a tanulók gondolkodásmódja közvetlenül létesít a f e l ada tok között. 
A 2. táblázat eredményeit áttekintve szembetűnő, hogy az egyes f e l a d a t o k 

megoldásában nyújtott teljesítmények között — bármely mutatót tekintjük 
is — jelentős különbségek v a n n a k . A m i az a d a t o k abszolút nagyságát i l l e t i , 
a hibátlan megoldást nyújtó tanulók aránya a leg jobb esetben is csak 3 7 , 9 % 
(az 'a ' jelű feladatoknál), egyébként a jó kombinációk átlagos számát (x) v agy a 
megoldás jóságát (J) t e k i n t v e néhány fe l ada t átlaga eléri v a g y némileg meg
h a l a d j a a 8 0 % - o t . A különbségek a jó konstrukciók számának átlagában ( x ) 
is j e l en tkeznek , a h o l a legnagyobb érték 8,47 ( 'd ' fe l ada t , kéttagú ismétléses 
kombinációk képzése), a legkisebb 4,16 ( 'n ' fe l adat , ismétléses permutációk 
képzése). N a g y eltérések m u t a t k o z n a k a feleslegesen felírt kombinációk átlagos 
számában (y) és a fe l ada t jóságát kifejező mutatók átlagában (J) is . A legéleseb
ben azonban a hibátlan megoldások relatív gyakoriságában j e l en tkeznek . 

A táblázatból az is látszik, hogy bár az egyes s z i n t e k e n belül az a d a t o k között 
nagy különbségek v a n n a k , értékeik a különböző szinteken hasonló tendencia 
szerint változnak. E z t a megfigyelést az a d a t o k háromdimenziós skálán való 
ábrázolásával tehetjük szemléletessé. 

A 8. ábrán a jó megoldások relatív gyakoriságát ábrázoltuk a struktúra és a 
sz in t ( t a r t a l o m ) s z e r i n t i bontásban. Látható, hogy egy szinten belül (kihúzott 

a 

V I 

8... ábra 
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v a s t a g v o n a l ) a különböző struktúrák között nagyobbak a különbségek, mint az 
azonos struktúrák ( s z a g g a t o t t vonal) különböző tartalmakban megjelenő feladatai 
között. 

E z a z eredmény a kritérium-orientált t e s z t e k alkalmazása szempontjából 
rendkívül kedvező tendenciát s e j t e t . H a u g y a n i s a z t kívánjuk vizsgálni, h o g y 
a d o t t p s z i c h i k u s struktúra a populációban m i l y e n mértékben fejlődött k i , 
a k k o r b i z o n y o s határok között invariáns, h o g y m i l y e n tartalmú f e l a d a t o k a t 
használunk. A z o n o s struktúrájú f e l a d a t a i n k megoldásában például a l i g j e l e n t 
különbséget, h o g y a f e l a d a t o t manipulatív, s z e n z o r o s v a g y formális t a r t a l o m b a 
ágyaztuk. Természetesen e g y b o n y o l u l t tevékenységet igénylő, s o k „zaj ja l" 
t e r h e l t feladatná] l e e s n e k a teljesítmény-értékek — e z t jól tükrözik a z S 2 s z i n t 
f e l a d a t a i . U g y a n a k k o r a struktúra kismértékű, még a z i z o m o r f i a határain belül 
maradó megváltoztatásáig jelentős különbségeket eredményez a f e l a d a t o k m e g 
oldásában. 

A 9. ábráról látható, h o g y a z ( I ) és a ( I V ) típusú struktúrák teljesítményei 
i g e n közel állnak egymáshoz, a ( I I ) és ( I I I ) típusú struktúrák eredményei i s 
hasonlítanak egymásra. Kérdés, h o g y a z eredmények hasonlósága a 2. táblázat
b a n feltüntetett többi a d a t r a i s érvényes-e, és h a i g e n , a k k o r m i v e l magyaráz
ható. A kérdés megoldása érdekében tekintsük a f e l a d a t r a jellemző a d a t o k a t 
e g y hétdimenziós v e k t o r k o m p o n e n s e i n e k , és a z így értelmezett v e k t o r o k között 
számítsuk k i a z e u k l i d e s z i távolságokat. ( H o g y a z o n o s nagyságrenden belül 
m a r a d j u n k , a relatív gyakoriságok a d a t a i t tízzel o s z t j u k . ) A z így k a p o t t 
távolság-mátrix alapján végzett cluster-analízis eredményeként előálló d e n d -
r o g r a m o t a 9. ábra szemlélteti ( c o m p l e t e l i n k a g e ) . 

a k a p c s . 
sz in t je 
(Euklideszi t á v o l s á g ) 

a d f i o r b c j I g h e s m n k p q 

9. ábra 
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A z ( I ) és a ( I V ) struktúrájú f e l a d a t o k m i n d e g y i k s z i n t e n kapcsolódnak ( a — d , 
f — i , e — r ) , m a j d együttesen a l k o t n a k e g y n a g y o b b c s o p o r t o t . U g y a n c s a k páron
ként összekapcsolódnak a ( I I ) és ( I I I ) struktúrával rendelkező f e l a d a t o k i s 
( b — c , g — h , p — q ) , d e e z e k már n e m a l k o t n a k elkülönülő, közös osztályt. 
A relatív gyakoriságokkal k a p c s o l a t b a n m e g f i g y e l t t e n d e n c i a tehát a k k o r i s 
érvényes, h a a f e l a d a t o k a t jellemző m i n d e n a d a t o t f i g y e l e m b e veszünk. 
A csoportképző tulajdonság p e d i g valószínűleg a z , h o g y a z ( I ) ós a ( I V ) s t r u k 
túrájú f e l a d a t o k b a n egyaránt kéttagú, a ( I I ) és ( I I I ) struktúrájú f e l a d a t o k b a n 
p e d i g háromtagú kombinációkat k e l l képezni, és úgy látszik, ez utóbbi a 
n e h e z e b b . A k a p c s o l a t o k hierarchizálódásának e l v e ezeknél a feladatoknál 
m e g e g y e z i k a z z a l a z e l v v e l , a m e l y i k s z e r i n t a 4. ábra felépül, a konkrét k a p c s o 
l a t o k képződése a z o n b a n n e m f e l e l m e g a z o t t a n i n a k . A gráf által k i f e j e z e t t 
többi k a p c s o l a t n e h e z e n értelmezhető, többféle hatás eredőjének tulajdonítható. 

Egészen másfajta megközelítést j e l e n t a korrelációs együtthatók elemzése. 
A 3. táblázatban b e m u t a t o t t korrelációs mátrix áttekintése során két m e g f i g y e 
lést érdemes k i e m e l n i : 

1. a z a z o n o s struktúra-típusba tartozó f e l a d a t o k közötti korrelációk ( a négy
z e t b e f o g l a l t értékek) c s a k kismértékben e m e l k e d n e k k i a táblázat többi értéke 
közül; 

2. a z a z o n o s s z i n t f e l a d a t a i között v i s z o n t többnyire m a g a s a korreláció, 
mindössze három e s e t b e n m a r a d 0,30 a l a t t (1. a háromszög formában k e r e t b e 
f o g l a l t értékeket). 

A m e f i g y e l t tendenciák explicitté tétele érdekében a korrelációs mátrix 
felhasználásával u g y a n c s a k elvégeztük a cluster-analízist ( c o m p l e t e l i n k a g e ) . 
A z eredményt a 10. ábrán szemléltetjük. 

a k a p c s . 
s z i n t j e 
(korreláció) 
0,05 

10 
15 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 
55 

0,60 
0 ,65 
0 .70 
0 ,75 
0.60 

b c d e h i f 
- I I I I L . 

k I m n o 
_J ! I t t-

p q r 

M Sí S2 

10. ábra 
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A f e l a d a t o k osztályokká szerveződése lényegében a 3 . ábrán vázolt gráfnak 
f e l e l m e g , és a z o t t m e g f o g a l m a z o t t hipotézist valószínűsíti. Tehát a manipula
tív, a szenzoros és a formális feladatok szorosan összetartozó osztályokat alkotnak, 
és ezeken belül rendeződnek a matematikai struktúrák közötti kapcsolatoknak 
megfelelően. E z a megállapítás a z o n b a n c s a k a z alaptendenciát j e l z i , a d e n d r o g -
r a m u g y a n i s n e m f e d i p o n t o s a n a 3 . ábrán felvázolt h i p o t e t i k u s struktúrát. 
Vegyük ezért s o r r a a z egyezéseket és az eltéréseket. 

A manipulatív f e l a d a t o k kapcsolódása tökéletesen m e g f e l e l a 3 . ( i l l e t v e az 1.) 
ábrán vázolt hipotézisnek: összefügg a z ismétlés nélküli kombinációk ' a - - b ' 
feladatpárja, az ismétléses kombinációk 'c - d ' feladatpárja, m a j d ez a két 
feladatpár egyesül e g y n a g y o b b osztályba, e z e k h e z c s a t l a k o z i k az V f e l a d a t , 
a m e l y ismétléses permutációk képzése. 

S z e n z o r o s s z i n t e n u g y a n c s a k megtaláljuk az ' f — g ' és a ' h — i ' párokat. 
Eltérés a manipulatív szinttől (és a z 1 . ábra struktúrájától), h o g y i t t a ' j ' és ' k ' 
f e l a d a t s z o r o s a b b a n kapcsolódik a z ' f — g ' f e l a d a t h o z , és c s a k e z e k együtt a 
' h — i ' párhoz. A magyarázat a z o n b a n kézenfekvő, m i n d a z ismétléses permutá
ciók ( j ) m i n d a partíciók ( k ) képzését a z ismétlés nélküli kombinációk ( f — g ) 
képzésével h o z t u k k a p c s o l a t b a . A z ' s ' f e l a d a t ismétléses permutációk képzése 
formális s z i n t e n , a c s o p o r t b a sorolódására n i n c s egyértelmű magyarázat. 
A z S 2 s z i n t ( 1 — m — n ) belső összekapcsolódása u g y a n c s a k m e g f e l e l a 3 . ábrán 
vázolt hipotézisnek, a z o n b a n a f e l a d a t c s o p o r t n e m a többi s z e n z o r o s f e l a d a t h o z 
kapcsolódik, h a n e m a formális f e l a d a t o k h o z . E n n e k magyarázata l e h e t a z , 
h o g y a z '1 — m — n ' feladatokban két h a l m a z között k e l l e t t leképezést létesíteni, 
és a z már eléri a z elvontságnak a z t a fokát, a m i a formális f e l a d a t o k r a jellemző. 
A formális s z i n t f e l a d a t a i n a k kapcsolódása — a hiányzó ' s ' f e l a d a t kivételével 
— m e g f e l e l a hipotézisnek. A korrelációs együtthatók alapján végzett c l u s t e r -
analízis eredménye tehát mindössze két p o n t o n ( az ' s ' f e l a d a t h e l y e és az 
' 1 — m —n' f e l a d a t c s o p o r t h e l y e ) tér e l a z elméleti elemzés alapján k a p o t t és a 
t a r t a l o m dominanciáját kifejező h i e r a r c h i k u s rendtől. 

Összegzés 

A feladatok megoldása során nyújtott teljesítmények abszolút értékének meghatá
rozásában a feladat struktúrájának domináns szerepe van. A z o n o s struktúra m e l 
l e t t a teljesítmények a t a r t a l o m megváltoztatása során i s közel állandónak 
b i z o n y u l n a k , e s e t l e g a t a r t a l o m absztraktabbá válásával kismértékben csök
k e n n e k . A feladatstruktúra megváltoztatása v i s z o n t a teljesítmények jelentős 
változásához v e z e t h e t . A z i r o d a l o m b a n található megállapításokkal m e g e g y e 
zően a z t k a p t u k , h o g y a teljesítmények a feladatok struktúrájának izomorfiája 
mellett is jelentősen különbözhetnek. A korrelációs együtthatók alapján végzett 
cluster-analízis s z e r i n t elsődlegesen a z a z o n o s tartalmú f e l a d a t o k képeznek 
közös c s o p o r t o t . E c s o p o r t o n belül v i s z o n t jó közelítéssel a z t a k a p c s o l a t r e n d -
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s z e r t k a p j u k , a m i t a struktúrák között a z elméleti elemzés során k i m u t a t t u n k . 
M i n d az a z o n o s struktúrájú, d e különböző tartalmú f e l a d a t o k teljesítményei
n e k megegyezése, m i n d p e d i g a z a z o n o s tartalmú, d e különböző struktúrájú 
f e l a d a t o k közötti belső k a p c s o l a t r e n d s z e r n e k a z elméletileg várt k a p c s o l a t 
r e n d s z e r r e l való megegyezése a l k a l m a s támpontot a d h a t a validitás mérlegelé
séhez. 

E z e k a z eredmények megerősítik a kombinatív képesség vizsgálatának e g y i k 
kiinduló feltételezését, m i s z e r i n t léteznek a tartalomtól v i s z o n y l a g független 
műveleti struktúrák, a kombinatív műveletek. Hozzájárulnak továbbá e r e d 
ményeink érvényességi körének, általánosíthatóságának mérlegeléséhez. A m i n t 
a z t a z előző elemzések során láttuk, e g y a d o t t struktúra (ül. a megfelelő mű
v e l e t ) kialakulása, v i s z o n y l a g o s fejlettsége n e m j e l e n t i e g y b e n a hasonló 
(akár i z o m o r f ) struktúra meglétét, működését. N e m általánosíthatjuk tehát 
eredményeinket más, a vizsgálatban n e m szereplő struktúrákra. Hasonló 
okokból a műveletrendszer elemzésére teljességgel a l k a l m a t l a n a normatív 
tesztelés metodikája (véletlen mintavétel a f e l a d a t o k köréből), c s a k a struktú
rák t e l j e s körének számbavétele révén várhatunk eredményt. 

U g y a n a k k o r a f e l a d a t r e n d s z e r b e n reprezentált struktúrákkal k a p c s o l a t o s 
eredményeinket a t a r t a l m a k szóles körére általánosíthatjuk. 

További elemzéseket igényel a teljesítmény-mutatók s z e r i n t i külső és a k o r 
relációs együtthatók alapján k a p o t t belső összefüggésrendszer viszonyának a 
tisztázása. U g y a n c s a k további vizsgálatokkal l e h e t eldönteni a z t i s , h o g y 
eredményeink m e n n y i r e általánosíthatók más területekről v e t t f e l a d a t o k r a . 

A közlemény a szerkesztőségbe érkezett : 1983. I V . 13. 
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HCCJIE^OBAHME POJ1M C T P Y K T Y P b l H CO£EP>KAHHfl 
B 3AflAMAX H30MOPOHOH KOMBHHATOPMKH 

EEHÉ MAnO 

B cTaTbe ocBeumaeTCH ^acrb uccjie/ioBaTejibcKOH nporpaMiww, nocBjiineHHOH H3yqeHHio 
CMCTewibi KOMÖHHaraBHbix onepauuM H npoueccoB H X pa3BHTHji. AHajiH3Hpya pe3yjibTaTbi 
pemeHHH H30Mop(J)Hbix 3a,n;aq, aBTop n p o ö y e T HaíÍTH O T B C T Ha Bonpoc, KaKOBa poJib CTpyKTypw 
3a,n;a<íM H KöKOBa pojib KOHKpeTHoro coflepHOHHn, onpe^eji í i fOinHe ee pemeHne. B Hcnojib3ye-
Mfaix 19 3aflanax mecTb HMeioT pa3JiHqHyio, H O H30Mop$Hyio # p y r c flpyroM CTpyKTypy. KaK 
noKa3aJi aHajin3, B onpe,n,ejieHHH aöcojiiOTHbix 3HaHeHHÖ pe3yjibTaT0B cTpyKTypa 3a#a<i nrpaeT 
AOMHHHpyiomyiO pojib. n p H a H a J i o n « H O H CTpyKType, B xo/je H3MeHeHHíi coAepmaHHfl, pe3yjib-
TaTbi 0Ka3ajiHCb npaKraraecKH nocTOMHHbiMH. OflHaKO, H3MeHeHHe CTpyicrypbi 3a&ami MO>ReT 
n p H B O ^ H T b K 3Hawre.nbHbiM H3jvieHeHHflM B pe3yjibTaTax, a nooneflHHe, Hapjmy c H30Mop(J)Heíí 
CTpyKTypw sa^aq, TaioKe 3 H a i H T e j i b H 0 pasjiHHaioTCH. KJiacTepHbiö aHajiH3, BbinonHeHHbiH c 
noMombK) K03$(})nij;HeHT0B KOppejiflUHH, 3anncJinJi B OAHy r p y n n y 3a«aqH oflHHaKOBoro coAep-
waHHH. OflHaKO, BHyTpH 3 T O H rpynnbi fJbiJia BbiHBneHa CHCTejwa C B H 3 H , KOTopan öbijia noKa3aHa 
MOKAy CTpyKTypaMH c noMombro TeopeTHHecKoro aHaJiH3a. 

E X A M I N A T I O N O F T H E R O L E O F T H E S T R U C T U R E A N D C O N T E N T 
I N I S O M O R P H I C C O M B I N A T O R I A L T A S K S 

CSAPÓ, BENŐ 

The study is a, part of a project investigating the system and the developmental process 
of combinative operations. Analyzing only the results of isomorphic tasks from the collec
ted data the author tries to find out what role the structure and the concrete content of a 
task plays in determining the achievements. The 19 tasks used create 6 different structures 
which are isomorphic at the same time. The structure of a task plays a dominant role in 
determining the absolute value of the achievement. I f the contents are changed while 
the structure remains unaltered the achievement does not change either, although making 
the contents a little more abstract results in slightly poorer achievements. Changing the 
structure of the task may lead to a significant change in the achievement, the results 
considerably differ from each-other even when tasks are isomorphic. Cluster-analysis 
carried out on the basis of correlational coefficients rendered the tasks with similar 
content into a joint group. The relationship-system revealed within these groups were 
approximatly the same as formerly shown by the theoretical analysis. 


