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Bevezetés

A matematika az egyik legrégebbi tudomanyag, amely ma is érvényes
forrasként hasznalhato az iskolai tananyag tervezéséhez. Bar nyilvanva-
l6an fontos az alkalmazhatésaga a mindennapi életben, a matematika
nagy részeét mégis inkabb abban a reményben oktatjak, hogy a matema-
tika elsajatitasa altalaban is fejleszti a gondolkodast, csiszolja az elmét.
A matematika szisztematikus megkozelitési modokat kinal a tanulok sza-
mara a kiilonféle problémak kezeléséhez és alkalmas a fizikai, biologiai
¢és tarsadalomtudomanyok teriiletén felmeriild helyzetek elemzésére és
modellezésére. A matematikanak a vilag megértésében jatszott szerepét
nagyon vilagosan fogalmazta meg Galilei, amikor azt irta, hogy az uni-
verzum, ez a hatalmas konyv, amely mindig nyitva all a szemiink elott,
am csak akkor érthetd meg, ha eldszor megtanuljuk olvasni azt a nyelvet,
amelyen irtdk: a matematika nyelvét (Sobel, 1999).

A matematikaval ellentétben a matematika tanitasanak és oktatasanak
tudomanyos kutatasa viszonylag fiatal tudoméanyag, minddssze egy év-
szazados. A vizsgalddasra érdemes kérdések és a kérdések megvalaszo-
lasahoz hasznalt kutatasi modszerek idével sokat valtoztak, egy dolog
azonban tovabbra is kdozponti kérdés maradt a fejlédéslélektanban és az
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oktatasban: vajon a matematikatanulas javitja-e a gondolkodast, vagy
a matematika tanuldsa csak azok szdmara all nyitva, akik mar elértek egy
megfeleld gondolkodasi szintet? Az altalanos kognitiv képességek fej-
lesztése kiilondsen fontos a rendkiviil gyorsan valtozo tarsadalmi kor-
nyezetben; ezért siirgetd, hogy valaszt adjunk erre a kérdésre.

A modern fejlodéslélektanban kétféle, latszolag egymastol eltéré meg-
kozelités probalt magyarazatot adni a kognitiv fejlddésre. Egyrészt
Piaget és munkatarsai azokat a gondolkodasi formakat elemezték, ame-
lyek a gyermekeket fejlodésiik soran jellemzik, a gyerekek probléma-
megoldo6 stratégidira (vagyis cselekedeteire és gondolkodasara) és e stra-
tégiak igazolasara Osszpontositva (Inhelder és Piaget, 1958; Piaget €s
Inhelder, 1974, 1975, 1976). A masik oldalon Vigotszkij kovezte ki az
utat annak mélyebb megértéséhez, hogy a tanulok hogyan tudjak a kul-
turdlis jelrendszerek (mint pl. a szdmrendszer, a grafok és az algebra)
segitségével kifejezni sajat gondolataikat, majd gondolkodni és beszélni
ezekrdl a kiils6 jelekrdl, targyiasitva és gondolkodasi eszkdzzé téve Oket
(Vigotszkij, 1971).

Egy egyszerli példaval megvilagithat6 ez a szempont. Ha valaki meg-
kérdezi toliink, hogy hany o6ra, azonnal az 6rankra néziink. Ahogy a min-
dennapi ¢letben és a tudomanyban az idérél gondolkodunk, azt befolya-
soljak az idomérd eszkdzeinkben, példaul karérainkban megtestesiilo
matematikai viszonyok. Az allitjuk, hogy ,,egy nap 24 6rabol all”, mert
az 1d6t orakban mérjiik; az 1 nap és az 1 6ra kozotti ardny 24:1; az orak és
a percek kozotti arany 60:1, és a percek és a masodpercek kozotti arany
szintén 60:1. Az id6t ennek a kulturalis eszkéznek — az 6ranak — a segit-
ségével jelenitjiilk meg, és az 6raba beépitett matematikai viszonyok te-
szik lehet6vé szamunkra, hogy a nap id6tartamat kifejezziik. Ennek a
kulturalis eszkoznek a segitségév el finom kiilonbséget tudunk tenni az
id6 és azon strukturak kozott, amelyekben az idérél gondolkodunk. E nél-
kiil nem tudnank idépontot egyeztetni a baratainkkal, megallapodni mond-
juk 11 6érdban, majd azt mondani: ,,Elnézést, 10 percet késtem”. Az id6rdl
nincs olyan pontos képzetiink, hogy a nap egy adott idépontjaban ponto-
san meg tudnank mondani, hogy 11 6ra van, vagy megallapitani a kiilonb-
séget 11 oOra és 11:10 kozott. Ez a torténetnek Vigotszkij-féle valtozata.

A torténet Piaget altal felvazolt valtozata akkor valik fontossa, amikor
arrdl gondolkodunk, hogy a gyerekeknek mit kell megérteniiik ahhoz,
hogy megtanuljak leolvasni az 6rat és dsszehasonlitani a kiilonbdz6 id6-
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pontokat. Az 6ra szamlapjan 1évé szamoknak kétféle jelentése van: az
orat és a percet mutatjak. Ahhoz, hogy egy gyermek a perceket le tudja
olvasni, képesnek kell lennie viszonyitani az 1-et az 5-ho6z, a 2-t a 10-hez,
a 3-at a 15-hdz stb. Ahhoz, hogy megallapitsa példaul az 1 o6ra 15 perc és
a 2 ora 35 perc kozotti intervallumot, tudnia kell, hogy egy 6ra 60 perc-
bol all, és a 2 6raig eltelt perceket hozza kell adnia a 2 6ra utan eltelt
percekhez. Ezeket a gondolkodasi folyamatokat tarsitani kell az eszkoz-
h6z annak érdekében, hogy a gyerek megtanulja hasznalni azokat. Itt
most nem kivanunk tovabbi példakat felhozni: elég vilagosnak latszik,
hogy az dra hasznélatanak elsajatitasdhoz meg kell érteni a percek és
orak kozotti viszonyt, valamint ismerni az 6ra szdmlapjan 1évé szamokat.
A kutatasok azt mutatjak, hogy ez még egy nyolcéves gyermek szamara
is kihivast jelenhet (Magina és Hoyles, 1997).

Ebben a fejezetben els6sorban azokra a gondolkodasi formakra kon-
centralunk, amelyek a matematika tanuldsahoz nélkiilozhetetlenek, vala-
mint azoknak a konvencionalis matematikai jeleknek az elsajatitasara,
amelyek lehetové teszik és strukturaljak a gondolkodast. A fejezet elso
részében harom f6 kérdésre forditunk kiemelt figyelmet: egész szamok,
racionalis szamok ¢és feladatmegoldasok matematikadran. Mindegyik te-
rileten megkiséreljiik feltarni a matematika és a hozza kapcsolodo kul-
turalis eszkdzok elsajatitasanak pszichologiai elveit. A fejezet az altalanos
iskolai matematikatanulasra 6sszpontosit, és az 5-12 éves koru gyerekek-
kel végzett kutatasok eredményeit veszi alapul. Nem foglalkozunk az id6-
sebb korosztalyba tartoz6 gyermekekkel, és nem véljiik ugy, hogy az itt
felvetett kérdések megvalaszolasa elegendé a kés6bbi matematikatanulas
megértéséhez.

Azokra a gondolkodasi folyamatokra, amelyeknek fejlesztésével az
iskolai matematikatanitas foglalkozik, hatassal vannak az iskola el6tti és
az iskolan kiviili tapasztalatok is. A matematikaban tanultak felhasznala-
sara mas tantargyakban is sor keriil, ahogy a mas targyakban szerzett
tapasztalatok is gazdagitjdk a matematika tanulasat. Kiilondsen a termé-
szettudomany tanitdsa segitheti a matematikai gondolkodas fejlédését,
elsésorban tapasztalati alapot és gyakorloterepet szolgaltatva a matema-
tikaban is fejlesztendé gondolkodasi folyamatoknak. Vannak azonban
olyan teriiletek, mint példaul a szimbolumok hasznalata, amelyeken a
matematikanak meghatarozo szerepe van, ezért ebben a fejezetben ezek-
re fektetjiik a f6 hangsulyt. Ugyanakkor, bar kevésbé részletesen, attekint-
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jiikk azokat a gondolkodasi folyamatokat is, amelyeket a matematikaban
és mas targyakban egyarant fejlesztendonek tartunk.

Matematikaoktatas és kognitiv fejlodés

Egész szamok

Az altalanos iskola elsé éveiben a szamok tanitdsanak az a célja, hogy a
gyerekek megismerjék a gondolkodési szimbolumokat és a mennyisége-
ket. A késobbi években a gyerekektdl elvarhatjuk, hogy a szamok kon-
cepciojat absztraktabb modon is felfedezzék, és olyan szadmokat elemez-
zenek, amelyek nem mennyiségeket reprezentalnak, de az altaldnos isko-
lai években a szdmokat a mennyiségek és a koztiik 1évo viszonyok kife-
jezésére hasznaljak.

A mennyiségek €s a szamok nem azonosak. Thompson érvelése szerint
,»egy személy azaltal alkot mennyiséget, hogy egy targy mindségét ugy
értelmezi, hogy megérti annak mérhetdségét is. A mért mennyiségeknek
szambeli értéke van, de ahhoz, hogy gondolkodjunk réluk, nem kell mér-
niink Oket, illetve tudnunk az értékiiket. Gondolhatunk példaul a sajat
magassagunkra, egy masik ember magassagara, vagy arra, hogy mennyi-
vel vagyunk magasabbak valaki masnal ugy is, hogy nem tudjuk a pon-
tos értékeket” (Thompson, 1993. 165—166. 0.). Szamok hasznalata nélkiil
is megallapithatjuk, hogy ha magasabb vagy a baratodnal, Ricknél, és
Rick magasabb, mint baratja, Paula, akkor te magasabb vagy Paulanal.
Ebben biztos lehetsz akkor is, ha soha nem talalkoztal Paulaval. Tehat a
mennyiségek kozotti viszonyrol gondolkodhatunk anélkiil is, hogy azo-
kat konkrét szamokban fejeznénk ki. De ha szamokban is ki tudjuk fejez-
ni 6ket, akkor tobbet tudunk: ha tudod azt, hogy 4 centivel vagy maga-
sabb Ricknél, és Rick 2 centivel magasabb Paulanal, akkor tudod, hogy
te és Paula magassaga kozott 6 cm kiilonbség van.

Az altalanos iskola elsé éveiben a gyerekek megismerik a szamokat
mint a gondolkodas és a mennyiségekrdl vald beszéd eszkozeit. A sza-
mokra mint megjelenito eszkozokre helyezett hangstily a szdmrendszerek
mint gondolkodasi eszkdzok jelentéségérdl szol. Nem tudunk mennyisé-
geket rogziteni vagy masokkal beszélgetni roluk, ha nem rendelkeziink
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egy olyan szamrendszerrel, amellyel a mennyiségek kifejhetéek. A meny-
nyiségek kifejezésére szolgald rendszer segitségével képesek vagyunk
kiilonbséget tenni, amire a rendszer nélkiil nem lennénk képesek. Példa-
ul, nem tudunk puszta ranézésre kiillonbséget tenni 15 és 17 gomb kozott,
de nincs problémank a kiilonbségtétellel, ha megszamoljuk dket. Vagy le-
het példaul, hogy nem tudjuk megallapitani, hogy egy szekrény, amit az
tizletben kinéztiik, befér-e egy adott helyre a lakasunkba, de tudni fogjuk,
ha lemérjiik a szekrényt és a helyet is, ahova be akarjuk tenni. A mennyi-
ségeket kifejezd rendszerek segitségével képesek vagyunk olyan kiilonb-
ségtételre, amire ranézésre nem lennénk képesek, valamint térben és id6-
ben Osszehasonlitasokat tehetiink a mennyiségek kozott. Képessé teszik
és strukturaljak gondolkodasunkat: a mérésnél szamokban gondolkodunk.

igy tehat két fontos dolog van, amit a gyerekeknek el kell sajatitaniuk,
hogy megértsék az egész szamokat. El6szor, fel kell ismernitik, hogy a
szamokrol és a mennyiségekrdl meglévo ismereteiket dssze kell kapcsol-
ni. Masodszor, meg kell érteniiik, hogyan miikddik a szamrendszer.

Piaget, és utana még sok mas kutato is szamos olyan fogalmat vizsgalt
meg, amelyekkel a gyerekeknek rendelkeznitik kell ahhoz, hogy a meny-
nyiségeket 0ssze tudjak kapcsolni és szamokban kifejezni. A gyerekek-
nek tudniuk kell példaul, hogy:

(1) ha két mennyiség ekvivalens, ugyanazzal a szammal kell kifejezni

Oket;

(2) ha két mennyiség azonos szammal van leirva, akkor azok ekviva-
lensek;

(3) ha egy adott halmazhoz néhany elemet hozzdadunk, az a szam,
amely a halmazt reprezentalja, megvaltozik és nagyobb szamossagu
lesz;

(4) ha egy halmazbol elvesziink néhany elemet, a szamossaganak meg
kell valtoznia, és kisebbnek kell lennie;

(5) ha egy halmazhoz ugyanolyan szdmu elemet tesziink hozza, és
vesziink el beldle, a mennyisége és az elemek szama nem valtozik
(vagyis értenilik kell az 0sszeadas és kivonas kozotti forditott vi-
szonyt).

A kortilbeliill négy-6t évesnél a fiatalabb gyerekek még nem értik a sza-
mok és a mennyiségek kozotti viszonyt (lasd Ginsburg, Klein €s Starkey,
1998, az els6 négy pont tekintetében; lasd Nunes, Bryant, Hallett, Bell és
Evans, 2009, az utolso pont tekintetében). Egyes kutatasok szerint a kicsi
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gyerekek, s6t még a csecsemok is belatjak, hogy ha az egy elembdl allo
halmazhoz még egy elemet hozzaadunk, akkor két elemiink lesz, de nincs
bizonyiték arra, hogy a nagyon picik tudjak, hogy kapcsolat van a meny-
nyiségek ¢és a szammal kifejezett szimbolumok kozott. A kicsikkel vég-
zett minden vizsgalat érzékelésen alapul, ezért semmit nem mond nekiink
arrol, hogy az 1 szammal reprezentalt halmaz t6bbé mar nem irhaté le
1-gyel, ha egy ujabb elemet hozzdadunk. Az érzékelésen alapulo itéletek
¢és a szimbolumok hasznalata kozotti kiilonbség a Iényege a matematika-
tanulas ¢és gondolkodas megértésének.

A mennyiségek és a szamok kdzotti ezen 0t Osszefiiggés belatasa sziik-
séges (de ahogy a tovabbiakban kifejtésre keriil, nem elegendd) feltétele
az egész szamok megértésének, de az 6t kapcsolat belatdsa nem azonos
nehézségi foku. Az els6 négy sokkal egyszerlibb, mint az utolso, amit
szokas ugy megfogalmazni, hogy az osszeadas ¢s kivonas kozott inverz
kapcsolat van.

Az Osszeadas €s kivonas kozotti osszefiiggés megértésének nehézsége
abbol adodik, hogy két miiveletet, az dsszeadast és a kivonast kell egy-
massal 0sszehangolni és megérteni azt, hogy ez a koordinacié hogyan
érinti a szadmokat; ez nem kdvetkezik abbdl az informacidé mennyiségbdl,
amit a gyermeknek figyelembe kell vennie ahhoz, hogy a kérdésre vala-
szolni tudjon. Bryant (2007) az allitast egy vizsgalattal bizonyitotta,
amelyben gyerekeket arra kértek, hogy halmazokkal kapcsolatban azo-
nos mennyiségii informaciot vegyenek tekintetbe; egyes feladatok tartal-
maztak az dsszeadas és kivonas kozotti forditott kapcsolatot, mig masok
nem. Az inverz feladatoknal azonos szamu tételt adtak hozza és vontak
ki egy halmazbdl. Az inverz kapcsolatot nem tartalmazé feladatoknal
azonos szamu tételt adtak hozza egy halmazhoz és vontak ki egy vele
ekvivalens halmazbol. Néhany gyerek képes volt felismerni, hogy az
eredetileg ekvivalens halmazok megvaltoztak, miutan egyikhez néhany
tételt adtak hozza, mig a masikbdl elvettek, de mégis sikertelennek bizo-
nyultak az inverz kapcsolattal, amely ugyanazon a halmazon végzett mii-
veleteket igényelt.

Ha tényleg fontos a mennyiségek ¢és szamszerii kifejezésiik kozotti
Osszefiiggés megértése, akkor a gyereknek e viszonyok felismerésére valo
képessége €és a matematikatanulas kozott is Osszefiiggésnek kell lennie.
A matematikatanulds terén elénnyel indulnak azok a gyerekek, akik mar
az iskolaba l1épéskor tudjak, hogy a mennyiségek és a szamok milyen
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viszonyban vannak egymassal, szemben azokkal, akik még nem jutottak
el erre a felismerésre. Két kiilonb6zo kutatocsoport altal (Nunes, Bryant,
Evans, Bell, Gardner, Gardner és Carraher, 2007; Stern, 2005) végzett két
vizsgalat kimutatta, hogy a gyerekek korében az dsszeadas és a kivonas
kozotti forditott Gsszefliggés megértése eldre vetiti, hogy késébbiekben
milyen matematikai eredmények elérésére képesek, még akkor is, amikor
az olyan altalanos kognitiv tényezok szerepét, mint az intelligencia és
a munkamemoria, kisz{irték.

A forditott 0sszefiiggés megértése idovel javul a gyerekeknél. A gye-
rekek elészor annak felismerésére képesek, hogy forditott 6sszefliggés
van az 0sszeadas és a kivonas kozott, ha a feladatot mennyiségekkel is
illusztraljak szamukra (akar vizualisan, akar képzeletben); késobb is ké-
pesnek tiinnek ennek megértésére, ha a szamokrol kérdezziik dket, nem
hivatkozva a mennyiségekre. Ha azt kérdezziik, mennyi 34 meg 29 mi-
nusz 29, tudjak, hogy nem kell kiszamitaniuk az eredményt: tudjak, hogy
a valasz 34. Szamolas nélkill tudhatjak a valaszt a 34+29-28-ra is, de ez
mar egy bonyolultabb kérdés.

Osszefoglalva, az egész szamok megértéséhez a gyerekeknek fel kell
ismernilik, hogy specialis 0sszefiiggés van a mennyiségek és a szamok
kozott. A gyerekek négy-6t éves kor koriil megértik azt, hogy ha két hal-
maz egyenld, és az egyiket megszamoljak, szamolas nélkiil tudni fogjak,
hogy mennyi van a masikban. Hatéves korban mar megértik az 6sszeadas
¢és kivonas kozti inverz dsszefiiggést, és tudjak, hogy ha azonos szamot
adnak hozza, és vonnak ki egy halmazbol, a szdm nem valtozik. Ennek a
korai megértése jol eldre jelzi a késobbi matematikai teljesitményeket.

Az el6z6 bekezdésekben leirt felismerések a mennyiségek és szamok
kozotti logikai kapcsolatokra vonatkoznak, de csupan ez nem elegendd
az egész szamok elemzéséhez. Fel kell tenni azt a kérdést is: ha a szamokat
a tizes szamrendszerben reprezentaljuk, milyen kdvetelményeket tamaszt
ez a reprezentacié a tanuld kognitiv képességeivel szemben? A tizes szam-
rendszer kétféle kdvetelményt tdmaszt: a tanulonak értenie kell az 6ssze-
adasi és a szorzasi Osszefiiggéseket is.

Az additiv relaciok a rész és egész viszonyarol valé gondolkodast fel-
tételezik. Annak megértéséhez, hogy mit jelent a 25, a tanulonak tudnia
kell, hogy a két rész, a 20 és az 5 egyiitt sszesen pontosan 25-6t tesznek
ki. Altalanosabban fogalmazva a tanulénak ismernie kell a szamok addi-
tiv 0sszetételét, ami azt jelenti, hogy minden szam eléallithato két masik
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szam Osszegeként, illetve altalaban tobb szam 6sszegeként. A tizes szam-
rendszernél egyébként a Iényeg éppen az, hogy minden szam egyértelmii-
en bonthat6 fel a tiz kiillonb6z6 hatvanyainak linearis kombinaci6jaként.

A szorzasi relaciok a tizes szamrendszerben szamok alakjaval és a he-
lyiérték-rendszerben elfoglalt helyével kapcsolatosak. Amikor a szamo-
kat leirjuk, az a hely, ahova a szamjegyet irtuk, implicite egy szorzast je-
lent: ha a szam jobbrol az utolso, akkor 1-gyel van szorozva, ha a masodik,
10-zel, ha a harmadik, 100-zal és igy tovabb.

A kisgyerekeknél az Osszeadasi és szorzasi Osszefiiggések megértése
nehezen megfoghat6 és rejtett lehet, ezért specialis feladatokra van sziik-
ségiink a gondolkodas felméréséhez. Olyan feladatokat készitettiink,
amelyek fel tudjak mérni az 0sszeadasi miiveleteket és a szorzasban ér-
vényesiilé gondolkodasi folyamatokat. Az 6sszeadast egy ,,vasarlasi fel-
adattal” értékeltiik. Arra kértiik a gyerekeket, hogy tegyenek ugy, mintha
egy boltban vasarolnanak; kiilonbozo értékli pénzérméket kaptak a vasar-
lashoz. Ha példaul meg akarnak venni egy jatékautot, ami 9 centbe keriilt
és van egy 5 centes érméjiik és hat darab 1 centes, az 5 centest négy 1 cen-
tessel kell kiegésziteniiik. Azok a gyerekek, akik nem értik az 6sszeadasi
miuveleteket, igy gondoljak, hogy nincs elég pénziik ahhoz, hogy meg-
vegyek a jatékot: azt mondjak, hogy van 6t meg hat centjiik, de a pénziik-
b6l nem ,,jon ki” a 9 cent. A hatéves kori gyermekek kétharmada meg
tudja oldani a feladatot. Ez a feladat nagyon jol megjosolja az altalanos
iskolai tanulok késobbi varhatdo matematika teljesitményét (Nunes és
mtsai., 2007; Nunes, Bryant, Barros és Sylva, 2011).

A kisgyerekeknek a szorzasi 0sszefliggések megértésére vald képessé-
gét oly modon mértiik fel, hogy megkértiik 6ket szorzasi és osztasi fel-
adatok targyak segitségével val6 megoldasara. Mutattunk példaul nekik
egy négy hazbol allo sort és arra kértiik dket, képzeljék el, hogy mind-
egyik hazban harom nyuszi lakik. Aztan megkérdeztiik tolik, hogy hany
nyul lakik a hazakban. Azok a gyerekek, akik mar rendelkeztek bizonyos
ismeretekkel a szorzasi dsszefliggésekre vonatkozdan, egyenként harom-
szor ramutattak és hazakra és kozben ,,szamoltak a nyulakat”. Az, hogy
a kisgyerekek mennyire képesek az ilyen tipusu feladatok megoldasara,
jol elorejelzi a késobbi matematikai teljesitményiiket (Nunes és mtsai.,
2007; Nunes, Bryant, Barros és Sylva, 2011).

Osszefoglalva, a gyerekeknek kétféle ismeretet kell elsajatitaniuk ah-
hoz, hogy megértsék az egész szamokat. Fel kell fogniuk a mennyiség és
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a szamok kozotti kapcsolatot, és meg kell érteniiik az egész szamok meg-
jelenitésére hasznalt szamrendszer, a tizes szamrendszer elveit, és altala-
ban a szamrendszerek elveit, hiszen nemcsak tizes szamrendszer van. Az
emlitett 6ra példaja a 60-as szamrendszerre utal, a szamitogépek a kettes
szamrendszert hasznaljak. A kutatok ramutattak arra, hogy azok a gyere-
kek, akik az altalanos iskola elején megszerzik ezt a tudast, késébb ma-
gasabb szintli matematikai teljesitményre képesek 8, 11 és 14 éves ko-
rukban (Nunes, Bryant, Barros és Sylva, 2011). Ezért a matematikai tu-
das korai felmérésének e képességek értékelésére kell iranyulnia, hogy
segitsék a tanarokat annak eldontésében, mit tanitsanak a gyerekeknek.

Racionalis szamok

A racionalis (nem egész) szamok ahhoz sziikségesek, hogy ki tudjuk fe-
jezni az egy egységnél kisebb mennyiségeket. Ezek a mennyiségek mé-
rési és osztasi (hanyados) helyzetekben jelennek meg. Méréskor, ha pél-
daul a cukrot csészével mérjiik €s egy csészénél kevesebb mennyiségiink
van, mondhatjuk azt, hogy egyharmad csésze — vagy, szammal kifejezve,
1/3. Hanyadosok esetén, ha pl. egy csokoladét harom gyerek kozott osz-
tunk el; minden gyerek annyit kap, amennyi az 1-nek 3-mal valo eloszta-
sakor eredményként adddik, vagyis 1/3-ot. Ezekben az esetekben az a ko-
z0s, hogy ahhoz, hogy hanyadokrdl tudjunk beszélni, egyenld részekre
val6 osztasnak kell bekovetkeznie. Tehat a tortek szamok, amelyek, szem-
ben az egész szamokkal, osztas, nem pedig megszamolas eredményei.

Az osztasban harom fogalom szerepel:

(1) az osztando, ami az elosztandé mennyiséget jelenti,

(2) az osztod, azon részek szama, amelyekre a mennyiséget osztani kell,

(3) a hanyados, ami az osztas eredménye és a tort altal kifejezett érték.

Ahhoz, hogy a gyerekek megértsék a tortszamokat mint bizonyos
mennyiségek kifejezésére alkalmas matematikai eszkozt, meg kell érte-
nitik a szamok kozotti kapcsolatot és a mennyiségeket, amit kifejeznek.
A tortek sok tekintetben kiilonbdznek az egész szamoktol: itt most harom
olyan alapvet6 kiilonbséget vizsgalunk, amelyet a gyerekeknek tudniuk
kell ahhoz, hogy megértsék ezeket a szamokat.

(1) Egy adott torton beliili kifejezésnek a masikhoz vald viszony ad

jelentést: ily moédon az 1 az 1/2-ben nem ugyanazt a mennyiséget
fejezi ki, mint az 1 az 1/4-ben.
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(2) Ugyanaz a tortszam eltéré mennyiségeket fejezhet ki, mert a tort
Onmagaban az egészhez valo viszonyt jelenti. Ezért 8-nak az 1/2-¢
nem azonos 12-nek az 1/2-ével, bar ugyanazzal a szammal van
kifejezve.

(3) Kiillonbozo tortszamok azonos mennyiséget is kifejezhetnek:
ugyanannak a pitének az 1/2-e és a 2/4-e azonos mennyiségek;
a matematika oran ezt az egyenld tortszamok vizsgalatanak hivjuk.

Ugy tiinik, hogy sok tanuld elészor nem érti, hogy a tortben 16v6 sza-
mok mennyiségek kozti viszonyt fejeznek ki (Vamvakoussi és Vosniadou,
2004); eltart bizonyos ideig ennek a megértése, legaldbbis az oktatas je-
lenlegi koriilményei kozott. Az alabbiakban bemutatunk néhany példat
a tortek megértése ezen aspektusanak vizsgalatara.

A tanulok altal megértend6 egyik 6sszefiiggés az, hogy minél nagyobb
az osztandod, annal nagyobb a hanyados, ha az oszt6 valtozatlan marad.
Rész-egész helyzetekben az osztand6 az egész, ami nem teljesen vilagos
a tortszammal torténd kifejezéseknél; amikor azt mondjuk, hogy 1/3 csé-
sze, a csészében levo mennyiséget osztjuk el. Konnyen megérthetd, hogy
egy kis csésze 1/3-a és egy nagy csésze 1/3-a nem azonos mennyiségek.
A tanulok szaméra azonban nem konnyli annak megértése, hogy az 1/3
szimbolummal kifejezett mennyiség nem lesz mindig ugyanannyi, mert
a felosztanddé mennyiség eltérd lehet.

Nem ismeriink olyan tanulményt, amely foglalkozott volna azzal a kér-
déssel, hogy ugyanaz a tort jelenthet-e kiilonb6zo szamokat, de Hart,
Brown, Kerslake, Kiicherman és Ruddocknak (1985) a tortek tanulok al-
tali megértését vizsgald nagyszabasi munkaja felvetett olyan kérdést,
amely a tortszamok és a mennyiségek kozotti dsszefiiggés megértését
firtatja. A diakoknak azt mondtak, hogy Mary zsebpénzének 1/4 részét
koltotte el, John pedig zsebpénze 1/2 részét, majd feltettek a kérdést:
lehetséges-e az, hogy Mary tobbet koltott, mint John? Ha a tanulok tud-
jak azt, hogy az egésznek a nagysaga szamit, meg tudjak mondani, hogy
igen, lehetséges az, hogy Mary tobb pénzt koltott. A 11-12 éves gyerekek
42%-a €s a 12-13 évesek 34%-a azt valaszolta, hogy ez nem lehetséges;
vélaszukat azzal indokoltak, hogy 1/2 mindig tobb, mint 1/4. igy tehat
ebben az életkorban nem egyértelmili a gyerekek szamara, hogy az azo-
nos tortszam nem mindig azonos mennyiséget fejez ki.

A tortek egyeldségének — vagyis annak, hogy a kiilonb6z6 tortek azo-
nos mennyiséget fejezhetnek ki —a megértése dontd fontossagli a meny-
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nyiségek és a tortek Osszekapcsolasa, valamint a tortek Osszeadasa és
kivonasa szempontjabodl. A kutatasok azt mutatjak, hogy a tortek ekviva-
lencidjanak megértése nem minden tanuld szdmara konnyl (Behr,
Wachsmuth, Post és Lesh, 1984; Kerslake, 1986) és nem egyszer és min-
denkorra adott: a tanulok egyes helyzetekben felismerhetik a dolgot, mas
helyzetekben nem. Kordbban a tortek egyenldségének megértését vizs-
galtuk 8-10 éves korosztalyu tanulokkal rész-egész €s hanyados helyze-
tekben, mindkettonél rajzok segitségével (Nunes, Bryant, Pretzlik, Bell,
Evans és Wade, 2007). A rész-egész szituacioban a feladat a kdvetkezd
volt: Peter és Alan egyforma csokoladét kaptak, amelyek til nagyok vol-
tak ahhoz, hogy egy nap alatt megegyék. Peter 8 egyenld részre osztotta
a csokoladéjat és megevett beldle 4-et; Alan a csokijat 4 részre torte és
2-t evett meg bel6le. A tanuloktol azt kérdeztiik, hogy a fiuk vajon azo-
nos mennyiségi csokit ettek-e. A helyes valaszok aranya ennek a feladat-
nak az esetében 31% volt. A hanyados szituacioban a feladat a kovetkezo
volt: egy 4 lanybol 4all6 csoport egyenlden oszt el egy tortat, mig egy 8
fiubol allo csoport két tortat oszt el, a lanyokéval azonos tortabol. A ta-
nuloknak meg kellett mondaniuk, hogy a fiuk ugyanannyi tortat ettek-e,
mint a lanyok. A helyes vélaszok ardnya ebben az esetben 73% volt. Te-
hat a tort mennyiségek esetében az ekvivalencia megértése kiilonbozo
Iépcsokben torténik: hanyados helyzetekben sokkal jobb a teljesitmény.

A tanulok altal e két helyzetben nyujtott teljesitmény sok tanar szama-
ra talan meglepo lehet, de fontos tudni, hogy azok a feladatok, amelyek
a matematikusok szamara nagyon hasonlonak tiinnek, a tanulok szemében
teljesen kiilonbozdek lehetnek (Vergnaud, 1979). A fejlodéslélektannal
foglalkoz6 pszicholégusok azt vizsgaljak, hogy a gyerekek a kiilonb6z6
targyakat ugyanazon kategoéria megjelenésének tekintik-e, megtanitva
Oket a targyak nevére és megkérve 6ket arra, hogy tanitas nélkiil nevez-
zék meg a masodik targyat. Ha a gyerekek az elsé targynal megtanult
elnevezést altalanositjak a masodik targyra, ebbdl arra Iehet kovetkeztet-
ni, hogy mindkettdt ugyanazon kategoria egy-egy példanyanak tekintik.

Ezt a megkozelitést a tortek elemzésével kapcesolatos két vizsgalatban
is alkalmaztak (Nunes, Campos és Bryant, 2011; Mamede, 2007). Ezek-
ben a kisérletekben két olyan tanul6i csoportot, akik az iskolaban még
nem tanultak tortekrél, megtanitottak a szamok tortek formajaban valod rep-

s

tanitasi modszerekben részt vevd csoportba, majd egyik csoportot arra
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tanitottak, hogy a tort-szimbolumot a rész-egész viszonyok kifejezésére
hasznaljak, mig masikat arra, hogy a mennyiségeket hanyados szituaci-
okban reprezentaljak. A kisérleti idészak végére az el6teszt eredményei-
hez képest mindkét csoport fejlédott, el és joval tobbet haladt, mint egy
kontroll csoport, de ez a fejlodés ahhoz a szituaciohoz kotédott, amelyben
tanitottak Oket. Azok a tanulok, akik a rész-egész viszonyokra tanultak
meg alkalmazni a torteket, nem tudtdk dket hasznalni hanyados helyze-
tek leirasara, és megforditva. A gyerekek tehat nem latjak at azonnal, hogy
a torteket alkalmazhatjak rész-egész ¢s hanyados helyzetekben is: nem
altalanositjak a szimbdlumok hasznalatat egyik helyzetbdl a masikra. Ez
a megallapitas ovatossagra intheti a kutatokat a tekintetben, hogy altala-
nos kovetkeztetést vonjanak le a tanulok tortekkel kapcsolatos ismeretei-
6l akkor, ha csak egyfajta szitudcioban vizsgaltak a tanulok teljesitményét.

Végiil, a tortek nagysag szerinti sorrendbe valo allitasahoz sziikség van
az osztasnal az oszt6 és a hanyados, vagy a tortben a nevezd és a hanyados
kozotti dsszefliggeés ismeretére: konstans szamlalo mellett minél nagyobb
a nevezod, annal kisebb mennyiségrél van sz6. Ha a gyerekek inkabb a
mennyiségekre és nem a szdmjegyekre koncentralnak, akkor jobban fel-
ismerik az 0sztd és a hanyados kozotti forditott dsszefiiggést: példaul a
6-7 éves gyerekek tobbsége érti, hogy minél tobb ember osztozik egy tor-
tan (vagy bizonyos szamu édességen), annal kevesebb jut egynek. Ennek
megértése azonban nem vezet el ahhoz a tudashoz, hogy a tértek hogyan
tehetdk nagysagrendi sorrendbe. Hart és munkatarsai (1985) arra kérték
a tanulokat, hogy rakjak novekvd sorrendbe az 1/4, 1/2, 1/100 és 1/3 tor-
teket. Ez konnyu feladat lenne, hiszen a szamlalé minden esetben azo-
nos, de a 11-13 éves koru didkoknak csupan 2/3-a talélta el a helyes sor-
rendet.

Osszefoglalva, a racionélis szimok osztasi miivelet és nem pedig szam-
lalas eredményeként létrejott mennyiségek kifejezésére szolgalnak. Ezért
ahhoz, hogy a tanulok megértsék a racionalis szdmok ¢s a tortek altal
kifejezett mennyiségek kozotti dsszefliggést, ismerniiik kell az osztasi
miveletnél a harom mennyiség kozotti viszonyt. Ugyanaz a tort kiilon-
b6z6 mennyiségeket fejezhet ki, mert kiilonb6z6 egész szamok tort része
lehet. Két kiilonb6z6 tort szam azonos mennyiséget fejez ki, ha a szam-
1416 és a nevezd kozotti dsszefliggés megegyezik annak ellenére, hogy
a két tortszam szamlaloja és nevezdje eltérd. Azonos szamlaloju tortek-
nél minél nagyobb a nevezd, annal kisebb a kifejezett mennyiség. Végiil,
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a tanuldk szadmara nem egyértelmi a tortek altalanos alkalmazasa a rész-
egész ¢s a hanyados feladatokban; a hanyados feladatokban megszerzett
ismeretek nem vihetdk at a rész-egész feladatokra, ¢s megforditva.

Szamtani feladatok megoldasa

A szamtani feladatok megoldasaval foglalkozo kutatasok sok figyelmet
forditottak a tobbjegyli szamokkal valdé szamolas elsajatitasanak. Ez az
értékes vizsgalat (Brown és VanLehn, 1982; Resnick, 1982) sok mindent
elmond nekiink arrél, hogy a gyerekek alapvetden hogyan kozelitik meg
a szamolast, még akkor is, ha hibat kovetnek el. Magat a vizsgalatot itt
most nem targyaljuk, mivel a kiilonbdz6 fajta tobbjegyli szamokkal vald
szamolas nehézségei jol dokumentaltak: ismert példaul, hogy az atcso-
portositassal (vagyis atvitellel, illetve kdlcsonvétellel) vald szamolas nehéz;
tudjuk azt is, hogy a kivonas, szorzas és osztas elvégzése gondot jelent
abban az esetben, ha a szamok kozo6tt nulla is van, az 6sszeadasnal azon-
ban a nulla kevesebb problémat okoz. Igy tehat nem nehéz néhany olyan
szamtani feladatot talalni, amelyekkel j61 megitélhetok a tanulok szamo-
lasi készségei. Sajnos tovabbra is ellentmondasos marad, hogy mi a leg-
jobb modja a tanulok szamolasra vald megtanitasanak, mint ahogy az is,
hogy mennyire van sziikség a hagyomanyos irasbeli szamitasi algoritmu-
sok megtanitasdra a modern technoldgiai tarsadalmakban (lasd Nunes,
2008). Ez utobbi probléma ellenére jelen fejezet nem azzal foglalkozik,
hogyan végezziink szamitasokat, hanem azzal, hogy tudjuk, mikor melyik
szamitast kell elvégezni.

Az altalanos iskola els6 6-8 évében a tanuldoknak azt a matematikat
tanitjak, amely a mennyiségek kozotti kétféle osszefliggésen alapul: az
Osszeadason, amelyek a mennyiségek kozotti rész-egész viszonyra épiil,
¢és a szorzason, amely a kiilonb6z6é mennyiségek (kiilonbozé tipusok) meg-
feleltetésére épiil. A kétfajta 0sszefiiggés kozotti kiilonbséget ugy érthet-
jiuk meg a legjobban, ha vesziink egy példat. Az 1.1. abran két feladat lat-
hato és mindegyikben adottak a mennyiségek és az dsszefliggések.

Mindkét feladat mennyiséggel, a Rob és Anne altal birtokolt konyvek
szamaval foglalkozik, valamint a két mennyiség, Rob és Anne konyvei
aranyaval. Az 1. feladatban a mennyiségek kozotti viszony rész-egész
struktaraban keriil leirasra, ahogy az abran is lathato. A rész-egész viszo-
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nyok additiv jellegliek. A 2. feladat a mennyiségek kozotti viszonyt az
egy-sok megfeleltetéseként irja le, ahogy az dbra mutatja; ezek szorzasi
viszonyok.

(1) Robnak és Anne-nek 6sszesen 15 kdnyve van (mennyiség). Robnak 3-al tébb
konyve van, mint Anne-nek (vagy Anne-nek 3-al kevesebb kényve van, mint Robnak)
(arany). Hany konyviik van kiilén-kilon? (mennyiség)

+3=R) 15

(2) Robnak és Anne-nek 6sszesen 15 kdnyve van (mennyiség). Robnak kétszer annyi
kényve van, mint Anne-nek (vagy Anne-nek fele annyi kényve van, mint Robnak)
(arany). Hany konyviik van kiilon-kiilén? (mennyiség)

A R
B —
B —
—_—

1.1. abra. A mennyiségek kozotti viszony sematikus abrazolasa
az dsszeaddasi és szorzasi mitveletekben

A problémamegoldas soran felhasznalt matematika foként eljarasokat
jelent, amelynek soran nem kozvetleniil a mennyiségekkel, hanem sza-
mokkal végziink miiveleteket, vagyis modellezziik a valosagos helyzeteket.
Thompsont idézve: ,,A mennyiségi gondolkodas a mennyiségi struktarak
elemzését jelenti — a mennyiségek és a mennyiségi viszonyok halozata-
nak elemzését... A mennyiségi gondolkodéasnak az egyik 6 jellegzetessé-
ge, hogy a szamok ¢és a szamszerl kapcsolatok masodlagos fontossagtiak,
és nem lépnek be az adott szituacio elsédleges elemzésébe. A legfontosabb
a mennyiségek kozotti viszony” (Thompson, 1993. 165. 0.). Ha a tanulok
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olyan mennyiségi viszonyokat elemeznek, amelyek jol jellemzik a szitua-
ciot, akkor az altaluk felépitett matematikai modell megfeleld lesz, és az
elvégzett szamitasok helyes eredményt fognak adni. Ha azonban a meny-
nyiségek kozotti osszefliggéseket a szituaciot torzitdé modon elemzik, a
felépitett modell nem lesz megfeleld, és az elvégzett szamitasok is hely-
telen eredményt adnak.

Egyes helyzetekrdl azonnal megérthetd, hogy 0sszeadas, vagy szorzas
jellegii-e, €s az 5-6 éves koru kisgyerekek mar képesek e feladatok meg-
oldasara, még azel6tt is, hogy megtanulnanak szamolni. Kiillonb6z6, sza-
molassal kapcsolatos 1épéseket alkalmaznak a feladatok megoldasara.
Ezen miiveletekbdl megallapithato, milyen viszonyokat allapitottak meg
a mennyiségek kozott.

Szamos kutatas igazolja (pl. Brown, 1981; Carpenter, Hiebert, és Moser,
1981; Carpenter és Moser, 1982; De Corte ¢s Verschaffel, 1987; Kintsch
és Greeno, 1985; Fayol, 1992; Ginsburg, 1977; Riley, Greeno, €s Heller,
1983; Vergnaud, 1982), hogy az 6vodas kort gyerekek megfelelden cse-
lekszenek, amikor 0sszeadassal vagy kivonassal kell mennyiségi valtoza-
sokkal kapcsolatos feladatokat megoldaniuk. A feladatok megoldasédhoz
Osszesitik €s megszamoljak a tételeket, vagy szétvalasztjak dket és megsza-
moljak a megfelel6 halmazt. Nagyon kevés 6vodas koru gyerek van tisz-
taban az Osszeadas €s kivonas tényével; mégis, amikor két rész nagysa-
gat kozlik veliik és megkérik dket, hogy nevezzék meg az egészet, 70%-
uk helyes valaszt ad, ha kis szamokrdl van szd, és a szamolds nem okoz
nekik nehézséget. Ez valoszintileg a legtobb ember szamara nem meglepd.

A legtdbb ember azonban meglepddik azon, hogy az ilyen kicsi gyere-
kek meglehetésen magas szazalékban képesek szorzasi és osztési felada-
tok elvégzésére, ha targyakkal segitjiik a valaszadast. Carpenter, Ansell,
Franke, Fennema és Weisbeck (1993) szorzasi feladatokat adtak ovodas
kort gyerekeknek az Egyesiilt Allamokban, amelyekben a halmazok ko-
zOotta2:1,3:1¢és4: 1 aranyt kellett megtalalniuk (pl. minden csészében
2 darab édesség van; hany édesség van 3 csészében?). A feladatokra
71%-uk jo valaszt adott. Becker (1993) 81%-ban jo valaszokat kapott
multiplikativ gondolkodasi feladatoknal 5 éves koru 6vodasoktol az
Egyesiilt Allamokban, amikor a 2 : 1 és 3 : 1 mennyiségi aranyt kellett
megadniuk.

Ha tehat a szamolast targyakkal segitjik, a kisgyerekek konnyen kii-
lonbséget tesznek az 0sszeadasi és a szorzasi miiveletekkel megoldhato
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problémak kozott. Azonban az dsszeadasi és a szorzasi feladatok cso-
portjain beliil is eltérd nehézségiiek lehetnek a feladatok attol fiiggden,
hogy milyen jellegli 6sszefiiggéseket tartalmaznak. Vergnaud (1982) sze-
rint a szamtani feladatokat nem a tanulok altal elvégzendd szamolas teszi
nehézzé, hanem a szituacioban rejlo dsszefliggések megértése. Vergnaud
a feladatmegoldas ezen részét relacios kalkulusnak (relational calculus)
nevezi, amit megkiilonboztet a numerikus kalkulustol (numerical cal-
culus) — vagyis magatol a szamolastol. A kovetkezo részekben eldszor a
relacios gondolkodas nehézségeit targyaljuk, eldszor az additiv gondolko-
dast, majd a multiplikativ gondolkodast igényld feladatokat mutatjuk be.

Additiv gondolkodasi feladatok

Kiilonb6z6 kutatok (példaul Carpenter, Hiebert és Moser, 1981; Riley,
Greeno €s Heller, 1983; Vergnaud, 1982) hasonlé mddon javasoltak osz-
talyozni a legegyszeriibb 6sszeadasi és kivonasi feladatokat. Ezen oszta-
lyozasok alapja, hogy milyen tipust relaciés kalkulust tartalmaznak. E meg-
kozelités alapjan harom feladatcsoportot kiillonboztetiink meg. Az els6 cso-
portba, az 0sszegzési csoportba olyan mennyiségekkel kapcsolatos fel-
adatok tartoznak, ahol a mennyiségeket egyesitik (illetve elkiilonitik), de
kozben nem valtoztatjak meg (példaul Paulnak 3 kék golyoja és 6 piros
golydja van; hany golyoja van 6sszesen?). A masodik csoportba a valtoza-
si feladatok tartoznak, amelyek az eredeti allapothoz képest a végso alla-
potig atalakulason mennek keresztiil (példaul Paulnak 6 golyodja van; egy
jaték soran 4 golyot elvesztett; hany golyodja van most?). A harmadik cso-
portba tartozd 6sszehasonlito feladatok viszonyitdsokat tartalmaznak (pl.
Marynek 6 golydja van; Paulnak 9 golydja van; mennyivel van tobb golyo-
ja Paulnak, mint Marynek?). A ,,mennyivel van tobb golyo6ja Paulnak, mint
Marynek” kérdés inkabb a viszonyitasra, €s nem a mennyiségre vonatkozik.
A kérdés feltehetd gy is, hogy ,,mennyivel van kevesebb golydja Mary-
nek, mint Paulnak?” A viszonyitasoknak van inverze (forditottja, a ,,mennyi-
vel tobb” forditottja a ,,mennyivel kevesebb?”); a mennyiségeknek nincs.

Ezekkel a kiilonboz6 tipusu feladatokkal végzett vizsgalatok azt mu-
tattak, hogy a legkdnnyebbek az 0sszegzési és a valtozasi feladatok,
amelyeknél ismert a kiindulo helyzet. Az ilyen tipusu feladatokban a 6
éves kor koriili gyerekek a maximumhoz kozeli teljesitményt nytjtanak.
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Ugyanakkor még a legegyszer(ibb 0sszehasonlitasos feladatok is nehéz-
nek bizonyultak sok 8 éves koru gyerek szdmara, mig a legnehezebb
feladatok, ahol az 6sszehasonlitas forditottjara kell gondolni, még a 10-
11 éves korosztaly szamara is kihivast jelentenek. Példaul Verschaffel
(1994) kisérlete a belga didkok egy kisebb mintajan azt mutatta, hogy a
kovetkezd feladatban: ,,Charles-nak 34 didja van. Charles-nak 15 dioval
kevesebb didja van, mint Anthonynak. Hany dioja van Anthonynak?”,
a tanulok kb. 30%-a kivonta a 15-6t a 34-bdl és helyteleniil valaszolt.
Lewis és Mayer (1987) arrdl szamolt be, hogy az ilyen jellegli hiba az
Egyesiilt Allamokban még a 18 éves, vagy annal is idésebb kozépisko-
lasoknal is el6fordul, bar kisebb mértékben (kb. 16%-ban).

Az Osszegzési feladatok mindig mennyiségekre vonatkoznak és vi-
szonylag egyszeriieck még akkor is, hogy ha feladatban né a mennyiségek
szama. Ugyanakkor a valtozasi feladatokban atalakitdsok vannak; az at-
alakitasok kombindlasa nehezebb, mint a mennyiségek kombinalasa, és
az atalakitasok elemzése nehezebb, mint a mennyiségek szétvalasztasa.
Vegyiik példaul az alabbi két feladatot, az elsé a mennyiségek Gsszekap-
csolasara és atalakitasra, a masodik két transzformacié dsszekapcsoladsa-
ra vonatkozik.

(1) Pierre-nek 6 golydja volt. Jatszott egy jatékot és elvesztett 4 golyot.

Mennyi golydja maradt a jaték utan?

(2) Paul két golyds jatékot jatszott. Az elsé jatékban 6 golyot nyert, a ma-

sodikban 4-t vesztett. A két jaték alapjan 6sszességében mi tortént?

Az 6voda ¢és az iskola negyedik osztalya kozotti korcsoportba tartozo
francia gyerekek kdvetkezetesen jobban szerepeltek az els6, mint a ma-
sodik feladat tipusban, pedig mindkét feladatnal ugyanazt a szamitési
miuveletet (6—4) kellett elvégezni. A masodik iskolai évben, amikor a gye-
rekek 7 év koriiliek, 80%-ban jo valaszt adtak az els6 feladatnal, a maso-
dik feladattal kapcsolatban azonban csak kb. két évvel késébb, 9 éves kor-
ban értek el hasonld eredményt. Tehat az atalakitasok (transzformécidk)
kombinalasa sokkal nehezebb, mint a mennyiség és transzformacid 6sz-
szekapcsolasa.

A mennyiségek kozotti viszonyok illusztraldsara harom tanulmanyt
mutatunk be példaként, amelyekbdl az elsé kettd kvantitativ, a harmadik
kvalitativ kutatasi modszereket alkalmazott.

Az elso példat a Chelsea Diagnostics Mathematics Testbol vettiik
(Hart, Brown, Kerslake, Kuchermann és Ruddock, 1985), amely harom
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relacios feladatot tartalmaz. Mindharom feladat a tavolsaggal foglalko-
zik, ahol a tavolsag nem mint mérték, hanem mint két pont kozotti vi-
szony szerepel. A legegyszeriibb feladat az volt, hogy ,,John 8 mérfoldet
kerékparozik az otthonatol az iskolaba. 2 mérfold utan megall egy édes-
ségboltnal. Hogyan szamolod ki, hogy Johnnak mennyit kell még men-
nie?” A kérdés a tobbszoros valasztas technikajat alkalmazta, és harom
olyan lehetséges valaszt tartalmazott, melyek Osszeadast és kivonast is
magukban foglaltak: 8-2, 2-8, és 2+6. Tovabbi négy valasztasi lehetdség
szorzas vagy osztas jeleket alkalmazo miiveleteket tartalmazott. A vizs-
galatban Osszesen 874 tanul6 vett részt, a 10-11, 11-12 és 12-13 éves
korosztalyokbol. A helyes valaszok aranya a 10-11 és 12-13 éves korosz-
talyok ko6zott nem emelkedett, a valaszok kb. 68%-a volt jo. A masik két
feladatnal, amelyek hasonlo tipusuak voltak, hasonld teljesitményt ta-
pasztaltak, kb. 70% aranyt képviseltek a helyes valaszok. (Az egyik fel-
adatnal, amelynek két j6 megoldasa volt, valamivel nagyobb volt a jo
valaszok aranya, elérte a 78%-ot a 11-12 évesek korében.)

A masodik feladatnal pozitiv és negativ szamokat és viszonyukat kel-
lett alkalmazni a feladat megoldasdhoz. Sajat munkank (amit még ilyen
részletességgel nem publikaltunk) illusztralja ezt. Az adatokat két cso-
port vizsgalatabol gy(ijtottiik; mindkét csoportot akkor vizsgaltuk, amikor
atlagosan 10 évesek 7 honaposak voltak (N=7981) majd az elsé csoportnal
elvégeztiik ugyanezt a vizsgalatot 12 év 8 honapos (N=2755) korban is.

A feladatban egy olyan flipper jaték szerepelt, amelyben a jatékos
pontszama attol fiiggott, hogy hany golydt tudott elhelyezni a tabla kii-
16nb6z6 részein (lasd 1.2. abra). A kincses zonaba (az abra felsé része)
bevitt minden golyoért a jatékosok egy pontot kaptak; a koponya részbe
16tt golyok egy-egy pont veszteséget jelentettek; végiil nem jart pont
legaljara (lasd a 2. jatékot, ahol egy ilyen goly¢ is van) keriilt golyokért.
Az egyes jatékokban szerzett pontok kiszamitasa viszonylag egyszerd,
ha minden pont értéke pozitiv: a tanulok kb. 90%-a helyesen adta meg a
valaszt a 3. jaték esetében. A jo valaszok ardnya azonban 48% ill. 66%-ra
csokkent a 10-11 és 12-13 éves korosztalyokban, amikor a jatékos pon-
tokat veszitett. Sokkal nehezebb feladat azonban a végeredménynek a két
jatékrol szerzett informacidval valo egyesitése annak érdekében, hogy
megkapjuk a jatékos elsd jatékban szerzett pontszamat: a 10-11 korosz-
talyl tanulok minddssze 29%-a, mig a 12-13 évesek 46%-a volt sikeres
ennck megoldasaban. Mivel a feladatokban szerepld szamok kicsik, a sza-
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mitassal nem lehet magyarazni a feladat nehézségét: a nehézséget a rela-
cids kalkulussal kell 6sszekapcsolni. A flipper jatékban a pozitiv és ne-
gativ szamokat 6ssze kell kapcsolni, és a két jaték pontjainak és a végso
pontszdmnak az aranyabol lehet kikovetkeztetni, hogy mennyi lehetett az
elsd jaték pontszama.

1. jaték 2. jaték

Végs6 pontszam: 2 pontot nyert

1.2. abra. Példa egy flipper jatékkal kapcsolatos feladatra

Az eléjeles (pozitiv és negativ) szamokkal végzett néhany korabbi vizs-
galat azt mutatja, hogy ha minden szdmnak azonos az eldjele (vagyis mind-
egyik pozitiv vagy negativ), a tanulok természetes szamokként kezelik
Oket és azt az eldjelet teszik melléjiik, amivel eredetileg rendelkeztek.
A negativ és pozitiv eldjeli informaciok Osszekapcsolasdhoz azonban
joval tobb viszonyitasra van sziikség. Marthe (1979) példaul tigy talalta,
hogy a 14-15 éves korosztalyt tanuloknak minddssze 67%-a tudta meg-
oldani a kovetkez6 feladatot ,,Dupont ur 684 frankkal tartozik Henry
urnak. De Henry ur is tartozik Dupont Grnak. Ha mindent figyelembe
veszlink Dupont urnak 327 frankot kell megadnia Henry Grnak. Mennyi-
vel tartozott Henry Gr Dupont urnak?”

Végiil a harmadik példat Thompson (1993) kvalitativ elemzésébdl vet-
tiikk, amely azt vizsgalta, hogy a 7 és 9 éves tanuloknak milyen nehézsé-
gekkel kell szembenézniiik, az aranyok és a mennyiségek megkiilonboz-
tetésénél. A tanulok érvelését olyan komplex dsszehasonlitd problémakban
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elemezte, amelyekben legalabb harom mennyiség €s harom viszonylat
szerepelt. Célja annak vizsgalata volt, hogy a gyerekek hogyan értelme-
zik a komplex relacios feladatokat, és hogyan valtozik a gondolkodasuk,
ha tobb azonos problémaval taldlkoznak. A feladatok szemléltetésére itt
bemutatjuk az elsét: ,,Tom, Fred és Rhoda 6sszeadtak almaikat, hogy egy
gyuimolcs standot hozzanak 1étre. Frednek és Rhodéanak egyiitt 97 darab-
bal tobb alméja volt, mint Tomnak. Rhodanak 17 almaja volt. Tomnak
25 almaja volt. Hany almaja volt Frednek?” (167. o.). Ebben a feladatban
harom mennyiség (Tom, Fred és Rhoda almaja) és harom viszonyitas sze-
repel (mennyivel tobb alméja volt Frednek és Rhodanak, mint Tomnak;
mennyivel volt kevesebb almaja Rhoddnak, mint Tomnak; e két viszo-
nyitas dsszekapcsoldsa). Az eldteszt soran kiilonbdzo eredményeket elért
hat gyereket (harman magasabb, harman kdzepes pontszammal) kért fel
kétféle osztalybol, masodikosok (kb. 7 évesek) és o6todikesek (kb. 10 éve-
sek) korébdl, hogy vitassanak meg hat feladatot, amelyet négy kiilonbo-
z0 napon mutatott be. A gyerekeket arra kérte, hogy gondolkodjanak el
a feladatokon, abrazoljak dket és beszéljék meg.

Az els6 napon a gyerekek rogton a szdmoldssal probalkoztak és a vi-
szonylatokat mennyiségként kezelték: azt a kijelentést, hogy ,,97-tel tobb
almaja van, mint Tomnak” ugy értelmezték, hogy ,,97 almaja van”. Ez ah-
hoz a kovetkeztetéshez vezetett, hogy Frednek 80 almaja van, mert Rho-
danak 17 alm4ja van. A masodik napon — amikor a jaték sordn nyert és
elvesztett golyokrol szolo feladattal dolgoztak — a kutaté megtanitotta a
gyerekeknek az eldjelek hasznalatat az osszefiiggések kifejezésre azzal,
hogy példaul. ,,plusz 12” azt jelzi, hogy valaki 12 goly6t nyert, vagy
,»minusz 17, ami azt jelenti, hogy valaki egy golyot veszitett. A gyerekek
a kutato segitségével mar tudtak hasznalni ezeket a jeldléseket, de ami-
kor két allitast dsszekapcsoltak, példaul a minusz 8-at és a plusz 14-et,
ugy gondoltak, hogy a valasz 6 golyd (egy mennyiség), nem pedig plusz
hat (egy viszonyszam). El6szor tehat viszonyitasi megallapitasokat tettek
mennyiségi megallapitasként, nyilvanvaloan azért, mert nem tudtak, ho-
gyan jeloljék a viszonylatokat. Miutan azonban megtanultdk, hogyan
jeloljék a relacios megallapitasokat, még mindig nehézségeik voltak a
pusztan viszonylatokban valé gondolkodéssal, és akaratlanul is mennyi-
ségi megallapitasokra forditottak le a miiveletek eredményét. Ha azon-
ban azt kérdezték toliik, hogy vajon mindig igaz lesz-e, hogy ha valaki
a jatékban 2 golyodt nyert, annak 2 golydja lesz, a gyerekek felismerték,
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hogy ez nem sziikségképpen igaz. Megértették, hogy az Osszefiiggések
és a mennyiségek kiilonbozéek, de két viszonylat 6sszekapcsoldsanak
eredményét mennyiségként értelmezték.

Sajnos Thompson tanulmanya nem terjed ki azokra az eredményekre,
amelyek alapjan meg tudnank itélni az ilyen tipusu feladatok nehézségi
fokat a kiilonb6zo korosztalyok szamara, de joggal feltételezhetd, hogy
a 13-15 éves kort gyerekek még nem tudnak olyan feladatokat megolda-
ni, ahol sok viszonylat és mennyiség kapcsolodik dssze a feladatban.

A szakirodalombol 6sszeallithatod egy rovid dsszefoglald arrol, hogyan
haladnak a tanuldk az additiv gondolkodasban.

(1) A gyerekek mar koran, 5-6 éves kortol kezdik hasznalni a szamla-
last 0sszeadasi feladatok megoldasara. Hasznalni tudjak az egyesi-
tési és kiilonvalasztasi sémakat a feladatok megoldasaban, vagyis
mennyiségek 0sszeadasat, mennyiségek kivondsat, mennyiségek
atvitelét osszeadassal és kivonassal.

(2) Kb. két-harom évet vesz igénybe, hogy ezeket a miiveleteket 6sz-
szehangolt médon kezdjék hasznalni, altalanosabb rész-egész sé-
makban, amellyel mar egyszeriibb 6sszehasonlitasi feladatokat is
meg tudnak oldani.

(3) A feladatok megoldasaban az atalakitasok €s viszonylatok Ossze-
kapcsolasa (mint pl. két tavolsag Osszekapcsolasa, hogy megalla-
pitsuk a két pont kozotti tavolsagot) tovabbra is nehézséget jelent
sok tanuld szamara. A CSMS tanulmany a jo valaszadasi arany
stagnalasat mutatja 13 éves kor koriil; idésebb korcsoportokat nem
vizsgaltak e feladatoknal.

(4) Ugyanaz az 0sszeadasi Osszefiiggés kiillonbozoképpen kifejezhetd
a ,,tobb, mint” ill. a ,.kevesebb, mint” széhasznalattal. Ha a tanu-
loknak a viszonylati megallapitast az ellenkezojére kell forditaniuk
a szamitas elvégzése érdekében, nem biztos, hogy ez sikeriil nekik.

(5) A pozitiv és negativ szdmok 6sszekapcsoldsa tovabbra is nehézsé-
get okoz egészen 14 éves korig (15 éveseket, vagy idosebbeket
nem vizsgaltak). A feladatok egy részénél a jo valaszok aranya
nem haladta meg az 50%-t.

37



Terezinha Nunes és Csapo Bend

Multiplikativ gondolkodasi feladatok

A multiplikativ feladatokkal kapcsolatos kutatasok nem jutottak egysé-
ges allaspontra a feladattipusok osztalyozasaban. A kiilonb6z6 osztalyo-
zasok a kiilonb6z6 kritériumokon és nem a multiplikativ feladatok kon-
cepcionalis eltérésein alapulnak. Itt most nem toreksziink ezen eltérések
Osszhangba hozasara, inkabb labjegyzetekben hivatkozunk rajuk a mul-
tiplikativ gondolkodas fejlédésének ismertetése soran. A tovabbiakban
Vergnaud terminologiajat hasznaljuk, és sziikség szerint masokra is hi-
vatkozunk.

Vergnaud (1983) haromféle multiplikativ okfejtést igényld feladatot
kiilonboztetett meg:

(1) mértékek izomorfiaja tipusu feladatok, amelyekben két mérték sze-

repel, melyeket egy fix arany kapcsol dssze (Brown, 1981, ezeket
a feladatok arany, ill. rata feladatoknak nevezi);

(2) tobbszords aranyok, amelyekben tobb mint két mérték aranylik
egymashoz;

(3) a mérték szorzas, amelyben két mértekbdl egy harmadik, a kettd
szorzata jon létre (Brown, 1981, ezeket Descartes-feladatoknak
nevezi).!

A mértékfeladatok izomorfidja a korabban leirt egyszerli feladatokat
tartalmazza, amelyeket a kisgyerekek a tételek megfeleltetésével meg
tudnak oldani. Ezek az iskolaban legaltalanosabban hasznalt arany fel-
adatok. Az ilyen feladatoknal leggyakrabban hasznalt példa egy recept
elkészitése bizonyos szamu ember szamara és az echhez sziikséges alap-
anyagok mennyisége; az elkészitett muffinok szama ¢s a liszt mennyisége;
a vasarolt mennyiség és a fizetett ar. A feladatok nehézségi foka fiigg
attol, hogy milyen anyagok allnak rendelkezésre a mértékek reprezentala-
sahoz; attol, hogy milyen arany all fenn (2 : 1 és 3 : 1 sokkal kdnnyebbek,
mint mas aranyok); attol, hogy a feladatban szerepel-e az egység értéke
(pl. 3 : 1 kdnnyebb, mint 3 : 2); valamint a feladatban szerepld értékektdl
(ha az ismeretlen az azonos mérték ismert értékének a tobbszordse, vagy

1 Itt inkabb a mérték fogalmat hasznaljuk a mennyiség helyett, mivel egyes mennyiségek kiilonbo-
z0képpen mérhetdk, igy a mennyiségekkel kapcsolatos feladatok kiilonboz6 kategoriaba keriilnek.
Ha pl. egy paralelogramma teriiletét négyzet egységekkel mérjiik, a teriiletszamitas a mértékfel-
adatok izomorfidjanak jo példaja lesz: az egy sorban levé egységek szama szorozva a sorok
szamaval. Ha a teriiletet linearis egységekkel mérjiik, a szamitas a mértékek szorzasat jelenti,
mivel az egy 1 cm’-es egység két linearis egység szorzata lesz: 1 cm x 1 cm.
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osztoja, a feladat megoldhatdé numerikus gondolkodassal, vagy mennyi-
ségen beliili kalkuldcidéval, ami a tanulok altal leggyakrabban hasznalt
megoldas). Egyes orszagokban (pl. Franciaorszag; lasd Ricco, 1982;
Vergnaud, 1983) a tanuldknak olyan altalanos algoritmust tanitanak (pl.
egységnyi érték megtalalasa, harmas szabaly), amely felhasznalhaté min-
den aranyossagi feladat megoldasara, de a tanulok gyakran més médsze-
reket hasznalnak, amikor az aranyossagi feladatok mas strukturajt, mas-
fajta feladatokban meriilnek fel (Hart, 1981; Ricco, 1982; Vergnaud,
1983). A tanuldkra szabott modszereket kiilonbdzd terminologiakkal il-
lették, a kiilonb6zo orszagok moédszerei azonban meglepden hasonloak.
Tartalmazzak az egyes mértékeken beliili parhuzamos transzformaciot
(pl. minden mérték osztasa kettdvel), ami megtartja a mértékeken beliili
aranyt, vagy a valasz progressziv megkozelitését gy, hogy ne hagyjuk
figyelmen kiviil az egyes mértékek kozotti megfelelést. A megoldas meg-
kozelitését jol illusztralja Hart (1981) kozismert hagymaleves példaja,
ahol a 8 fore sz0610 receptet 6 személyre kell atalakitani. A tanulok kisza-
mitjak, hogy mennyi Osszetevd sziikséges 4 embernek (vagyis a 8 fore
sz616 mennyiség felét), majd azt, hogy mennyi sziikséges 2 ember részé-
re, €s a végén Osszeadjak a 4 és 2 ember szamara sziikséges alapanyagot
— igy kapjak meg, hogy mennyi kell 6 emberhez.

A feladatokban 1év0, gondosan parositott értékek szisztematikus 0sz-
szehasonlitasa (lasd pl. Nunes, Schliemann, és Carraher, 1993) azt mu-
tatja, hogy a tanulok inkabb ugy kozelitik meg az aranyossagi feladato-
kat, hogy az azonos mértéken beliili viszonyokat mérlegelik, és nem a
feladatban 1év6 két kiilonbdz6 mérték kozotti relaciot vizsgaljak. Ugyan-
azt a hagymaleves példat véve alapul, a pintben mért vizsziikséglet és a
személyek szaménak ardnya 1 : 4 volt. A tanuldk a 8 fore szol6 receptbdl
ki tudtak szamitani ezt az aranyt, majd kitalalni, hogy mennyi viz kell
6 embernek, de ilyen megoldasrol Hart nem szamolt be.?

Osszefoglalva, amikor kisebb gyerekeknél vizsgaljuk a mértékek izo-
morfiaja tipust feladatok megértési képességét, a feladat nehézségi foka
a feladat leirasahoz rendelkezésre allé anyag nehézségi fokanak valtozta-

2 Nesher (1988) és Schwartz (1988) szerint egy mennyiségnek egy masikkal valo elosztasa, vagy
az ember viz arany kiszamitasahoz sziikséges 1épés megvaltoztatja a szamok jelentdségét: 2 pint
viz helyett 4 f6nél 1 pint vizre kell gondolni. Ezen transzformacio alapjan egyes feladatokat
magasabb nehézségi fokunak talaltak. gy a multiplikacios feladatok egy mas séma alapjan ke-
riiltek osztalyozasra, ami itt most nem kertil targyaldsra.
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tasaval alakithatd; nagyobb gyerekeknél a feladat nehézségi foka olyan
szamok alkalmazasaval modosithatd, amelyek megkdnnyitik a mennyi-
ségen beliili és a mennyiségek kozotti szamitast.

A tObbszords aranyt tartalmazo feladatokban olyan szitudciok szere-
pelnek, ahol kettonél tobb mérték rendelkezik egy fix arannyal. Vergnaud
példaként emliti egy farm tejtermelésének a megallapitasat a farmon 1évo
tehenek szamanak és a napok szamanak a fiiggvényében. A tobbszoros
aranyt tartalmazoé feladatok nehezebbek, mint az egyszer(i mértékek izo-
morfidja tipusu feladatok, mert tobb informacié szerepel benniik, és tobb
szamitast kell végezni. Nem vilagos azonban, hogy jelentenek-e tjfajta
koncepcionalis kihivast a tanulok szdmara.

Az aranyossagi (proporcionalis) gondolkodas a matematikatanitas egyik
legkritikusabb pontja, mivel kialakulasa a matematika szamos mas terii-
letén is a megértés eldfeltétele. Tobb iskolai tdrgyban szerepet jatszik,
mindenekel6tt a természettudomany fogalmainak és jelenségeinek meg-
értéséhez sziikséges. A hétkdznapi élet kiillonbozo helyzeteiben is sziik-
ség van az aranyok értelmezésére. Jelentdségében megfelelden szamos
vizsgalat foglalkozott a fejlodésével (Kishta, 1979; Schroder és mtsai,
2000; Misailidou és Williams, 2003; Boyera, Levinea, és Huttenlochera,
2008; Jitendra és mtsai, 2009). Egy tobb életkorban elvégzett, az analo-
gias és az induktiv gondolkodassal valo kapcsolatat elemzo elvégzett
vizsgalat szerint az 6todik évfolyamon még csak a tanuldk 7%-a, a hete-
dik évfolyamon pedig 20%-a tudott megoldani egy egyszerli ardnyossagi
feladatot (Csapo, 1997).

A mértékek szorzasa tipusu feladatok két mértékbdl egy harmadik
létrehozasat jelentik: példaul egy kislany adott szamu trikéja €s szoknya-
ja hanyféleképpen allithatd 0ssze ruhazattd; a kiilonb6z6 szines anyagok
szama ¢és az emblémak szama meghatarozza, hogy hanyféle zasz16 ké-
szithet6 beldliik; egy kozértben kaphato kiilonbozé kenyérfélék €s tolto-
anyagok szama meghatarozza, hogy hanyféle szendvics készithetd. igy
tehat a mérték szorzos feladatok mindségi multiplikaciot — vagyis a kii-
16nb6z6 mindségek kombinacidjat egy tobbszords osztalyozasban — és
mennyiségi multiplikaciot egyarant jelentenek. Ezek a mérték szorzos
feladatok sokkal nehezebbek, mint az izomorfias feladatok (Brown, 1981;
Vergnaud, 1983). E feladatok a multiplikativ gondolkodas fontos részét
jelentik, ezért a tanulok multiplikativ gondolkodasanak felmérése soran
kell értékelni Oket.
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A mértékszorzos feladatok tanulok altali megértése nem egyszer és
mindenkorra adott dolog. A feladatok megfogalmazésa egyszertisithetd
olyan felvetésekkel, amelyek arra utalnak, hogy a kombinaciok hogyan
mukodnek egy lépcsdzetes rendszerben: egy szoknyabdl és 3 bluzbol
hany kiilonb6z6 ruhazat alakithatod ki; ha veszel egy uj szoknyat, még
hany 1) kombinaci6 hozhat6 1étre? Ha a mérték szorzoés feladatokat 1ép-
cs6zetesen fogalmazzak meg, jelentdsen megnd a jo valaszok szama
(Nunes €s Bryant, 1996). Az 1.3. dbra egy ilyen feladatra mutat be pél-
dat, ahol az els6 két kombinacidét mutatjuk be; a tanulok kdnnyen rajo-
hetnek a tobbi lehetséges varidcidra, ¢s megadhatjak az 6sszes lehetséges
szamot. Az Egyesiilt Kirdlysagban vizsgalt 11-12 éves gyerekek e fel-
adatnal 81%-ban helyes valaszt adtak; ez joval meghaladta a helyes va-
laszok 51%-os aranyat olyan feladatokban, amelyek csak egy javaslatot
tartalmaztak a lehetséges kombinacidkra.

Different
wutfits

1.3. abra. Példa egy mértékszorzos feladatra, ahol az elsd
kombinaciokat vizualisan is megjelenitjiik

A tanuldk, azonban nem sziikségképpen képesek az 6sszes lehetséges
kombinaciot megjeldlni a fokozatos bevezetd utan sem. Jelentds eréfeszi-
tést igényel eljutni attol a 1épéstdl, hogy minden 0j szoknydhoz x szamu uj
fels6 tartozik, addig az altalanos felismerésig, hogy a ruhak szama nem
mas, mint a szoknyak szdma szorozva az uj felsok szamaval.

Osszefoglalva, a multiplikativ gondolkodas kialakuldsa két kiilonbozo
tipust megfeleltetést igényel: egyrészt a mértékek izomorfidja tipusu fel-
adatoknal bemutatott, kvantitativ megfeleltetést, masrészt a mértékszor-
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z0s feladatokban bemutatott tipust, ahol a tdbbszords osztalyozoé rendszer
alapjan egy elsé mindségi 1épésre van sziikség. A kisgyerekek sikerrel
megbirkozhatnak a mértékfeladatok izomorfiajaval, ha a rendelkezésre
allo manipuldtorokkal abrazolni tudjak a mértéket; a feladatokat szamo-
lassal oldjak meg (vagyis nem a szorzas eredményét szamitjak ki), de
gondolkodasuk egyértelmiien multiplikativ. A mértékszorzos feladatok
mar nehezebbek.

Ahogy a gyerekek a multiplikativ gondolkodas fejlédése soran foko-
zatosan elsajatitjak a relacios kalkulust, a feladatok egyre szélesebb korét
tudjak megoldani. Egy kihivas azonban marad még az altalanos iskola
végén is. A tanulok altalaban nehezebben tudnak a mennyiségek kozotti
(a valtozok aranyaval mért) funkcionalis relaciokban, mint a mennyisé-
gen beliili skalaris viszonylatokban gondolkodni. Ha a tanuldk a felada-
tokat mindig skalaris médon oldjak meg, az azt jelenti, hogy a szituaci-
oban rejlo viszonylatoknak csak a felét veszik figyelembe. A funkcionalis
viszonyok megértését segitd oktatas segiti a tanulokat a feladatmegoldasi
modellekrdl valo tudatos dontéshozasban. A tanuldk részben tul sokat,
részben tul keveset hasznaljak az aranyokban valé gondolkodast (pl. De
Bock, Van Dooren, Janssens és Verschaffel, 2002; De Bock, Verschaffel és
Janssens, 1998; Dooren, Bock, Hessels, Janssens és Verschaffel, 2004),
emellett tal sokat hasznaljak a linearis viszonyokat akkor, amikor két
valtozo kozotti viszonyt kell grafikusan dbrazolniuk. Lehetséges, hogy ha
a tanuldk jobban megismerkednek a funkcionalis viszonyokkal, vagyis a
valtozok kozotti viszonnyal, kevésbé fognak ilyen hibakat elkovetni.

Az értelmi képességek fejlesztése
a matematikaoktatason keresztiil

Az ¢el6z6 részekben attekintett kutatasok szerint az altalanos gondolko-
dasi folyamatok és a szdmokkal kapcsolatos miiveletek a matematikata-
nitasban egymassal 0sszefiiggd és egymast tamogato tényezok. A meny-
nyiségekben valé gondolkodas minden esetben sziikséges a numerikus
reprezentacié mukdodésének megértéséhez. Ebben a részben azt vizsgal-
juk, hogy a matematikaoktatds hogyan tud hozzdjarulni a mennyiségek
kozotti viszonyok jobb megértéséhez, a matematikai eszk6zok alkalma-
zasara iranyul6 és a problémamegoldo képességek fejlesztéséhez.
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A matematikatanitds képességfejleszté hatasaval
kapcsolatos kutatasok

A mennyiségekben vald gondolkodas képessége az eldz6 részekben be-
mutatott példak alapjan nem vele sziiletett adottsag: ezek kialakulasahoz
1do kell, fejlesztésiiket pedig eldsegitheti a matematikaoktatads. A mate-
matikai gondolkodas fejlodése és a tantermi matematikatanulas kozott
kolesonhatas van, amennyiben az egyik fejlesztése a masik tokéletesitését
eredményezi.

A kiilonb6z6 kutatécsoportok (Nunes és mtsai, 2007; Shayer és Adha-
mi, 2007) vizsgalatai bebizonyitottak, hogy lehetséges a gondolkodas fej-
l6désének meggyorsitasa, és ha az iskola elsé éveiben a tandrakon javit-
juk a tanulok matematikai gondolkodasat, az jelentds hatassal van késébbi
tanulasukra. Az aldbbiakban roviden 6sszefoglaljuk a Shayer és Adhami
altal inditott program eredményeit, amelyben sok osztaly és tanuld vett
részt, és a tanarok széles korli szakmai tovabbképzést kaptak. A Shayer
és Adhami (2007) altal végzett vizsgalatba kb. 700 tanulot és tanaraikat
vontak be, akiknek mintegy a fele a kontrollcsoport, mig a masik fele a
kisérleti osztalyok tagjai voltak. A kutatok a CAME (Cognitive Accele-
ration Through Mathematics Education — a kognitiv fejlédés felgyorsita-
sa a matematikaoktatason keresztiil) programot 6todik és hatodik évfolya-
mos (9-11 éves) tanuldk szamara dolgoztak ki az, amelyben a f6 hangsuly
a numerikus feladatokkal kapcsolatos gondolkodasra helyezodott. A tana-
rok kétnapos miihelyfoglalkozasokon vettek részt, ahol megvitattak, és a
program sajat céljaihoz igazitva atdolgoztak a feladatokat. A tanulok
térbeli gondolkodasanak a program el6tti és utani felmérésére egy Piaget-
féle feladat alapjan kertilt sor. A kontrollcsoportban kdzben a matemati-
kaoktatas a megszokott modon folytatodott.

A Piaget-féle térbeli viszonyok tesztben (NFER, 1979) a gyerekeknek
olyan szituaciokban kellett targyakat rajzolniuk, amelyekbdl megitélhetd
a vizszintesrol, a fliggdlegesrdl és a perspektivarol alkotott fogalmuk. Pél-
daul, le kellett rajzolniuk a vizszintest egy félig teli bef6ttestivegben kii-
16nb6z6 iranyokbdl: egyenes allasban, a fliggélegest6l 30 fokos szogben
megdontve és az oldalara fektetve. A teszt masik feladata az volt, hogy raj-
zoljak le, mit latnanak egy olyan ut kozepén allva, amelyet fasor szegélyez;
arajznak a kozeli és a tavoli targyakat is lattatnia kellett. A gyerekek altal
adott valaszok értékelése soran azt vizsgaltak, hogy a helyzetet hanyféle
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aspektusbol, hanyféle viszonylatban érzékeltetik a rajzaikon. A feladatok
alapjan az eredmények besorolhatdk Piaget korai konkrét miiveleti sza-
kaszaba (2A szint), ha a rajzok csak egy viszonylatot tiikkroznek, ill. az
érett konkrét muveleti szakaszba (2B), ha két viszonylatot tiikroznek.

A programban szerepld feladatok sok itt felvetett kérdést vizsgaltak:
a racionalis szamok korében példaul a tanuldknak 6ssze kellett hasonli-
taniuk, hogy két csoport résztvevdinek mennyi csokoladé jutott; az egyik
csoportban egy csokoladét osztott el harom gyerek, mig a masikban két
csokoladén osztozott hat gyerek. Ebben az Gsszefliggésben vizsgalhato
volt a tortek ekvivalencidja, ami segitette a tanuldkat a mennyiségek
egyenértékliségének megértésében ott, ahol azonos mennyiségek kifeje-
zésre mas torteket hasznalnak.

Shayer és Adhami (2007) jelentds kiilonbséget figyelt meg a kontroll
¢és a kisérleti osztalyok tanuloi kozott, miszerint a kisérleti osztalyok ta-
nuldinak teljesitménye a Piaget feladatban, és a hivatalos allami standar-
dokra épiilt mérésekben — ezaltal a kutatastol teljesen fliggetlen értéke-
lésben — is feliilmulta a kontrollcsoportét.

Osszefoglalva, ha a tanulok gondolkodasaval szemben tamasztott ko-
vetelmények tekintetében a jol megvalasztott matematika feladatokat
ugy prezentaljak, hogy azok a tanulok szamara lehetové teszik a mate-
matikai 0sszefiiggések, valamint a mennyiségek és szimbolumok megvi-
tatasat, akkor azok hozzajarulnak a matematikatanulashoz ¢s a kognitiv
fejlodéshez egyarant.

Numerikus képességek, additiv és multiplikativ gondolkodas

A fejezet korabbi részei azokkal a matematikaban kialakitando kiilonbo-
76 gondolkodasi képességekkel foglalkoztak, amelyek a szamokhoz és a
veliik végezhetd alapveté miiveletekhez kapcsolddtak. Ebben a részben
Osszegezziik fejlodésiik folyamatainak leirdsat s fejlesztésiik feladatait.

Egész szamok

Az 6vodaban a gyermekek szamara biztositani kell a Iehetdséget, hogy
megismerjék a mennyiségek és a szamok kozotti viszonyt. Az itt felso-
rolt jellemzdk nem teljes kortiek, de minden gyereknek meg kell tudni
érteni, hogy:
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(1) ha egy mennyiség nd, vagy csokken, az azt kifejezé szam valtozik;
(2) ha két mennyiség egyenld, azonos szammal fejezziik ki oket;
(3) ha egy halmazbol azonos mennyiségli egyedet elvesziink, majd
hozzaadunk, a halmazban 1évd szam nem valtozik;
(4) minden szam megalkothatd két masik szam 6sszegébdl;
(5) kiilonbozo értéklt érmék (pl. pénzérmék) szamolasakor, egy érme
egynél tobbet szamithat, mivel az értékét kell figyelembe venni.
Azok a gyereket, akik tisztaban vannak ezekkel az elvekkel, gyorsab-
ban haladnak az iskola els6é két évében a matematikatanuldsban, mint a
tobbiek. Ennek megfelelden az iskolakezdés soran ezeknek a felmérésé-
re ¢és sziikség esetén a fejlesztésére kiemelt figyelmet kell forditani.

Racionalis szamok

A tortek olyan szimbolumok, amelyek osztads és nem szamolas eredmé-
nyeként keletkezett mennyiséget fejeznek ki. Az osztas fogalmai kozotti
viszonyt fejezik ki. A gyerekek mar az 6vodaban megkezdhetik a veliik
valo ismerkedést, majd az altalanos iskola elsé éveiben a torteket szitu-
acidkban is megtanuljak hasznalni. El kell tudniuk sajatitani, hogy:

(1) ha két osztand6 azonos és két osztd azonos, a hanyados is azonos
(pl. ha két gyerekcsoport azonos szamu gyerekbdl all, akik azonos
mennyiségli édességen osztoznak (vagy ugyanakkora tortat kap-
nak), akkor az egyik csoport gyerekei ugyanannyit kapnak, mint a
masik csoporté;

(2) ha az osztando6 nd, a részarany is no;

(3) ha az osztd no, a részarany csokken.

Az osztassal és tortekkel kapcsolatos tovabbi ismeretek nagyjabol

nyolc-, illetve kilencéves kortol sajatithatok el:

(4) ugyanaz az osztando6 kiilénb6z6 moddon is eloszthatd, a mennyiség
mégis azonos marad; az, hogy a részaranyt milyen modon osztjuk el,
nem szamit, ha az oszto és az osztando azonos;

(5) ha az osztando és az 0szt6 kiilonbozo, a koztiik 1évé arany még ma-
radhat ugyanaz (pl. 1 csokoladét 2 gyerek kozott elosztva ugyanazt
az aranyt kapjuk, mint 2 csokoladét 4 gyerek kozott elosztva);

(6) ezeket a mennyiségi meghatarozasokat 6ssze kell hangolni a tortek
leirdsaval.

A racionalis szamokkal kapcsolatos ismeretek alapjan a tanulok képe-

sek a racionalis szamokkal mennyiségeket kifejezni, és segitségiikkel
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megtanulhatjak, hogyan dolgozzanak a szamokkal. A feladatok megolda-
sdhoz azonban a tanuldknak az altalanos iskoldban meg kell tanulniuk,
hogyan gondolkodjanak a mennyiségek kozotti kétfajta viszonyrol, ami
alapjan az egyes helyzetek kiilonféleképpen matematizalhatok: rész-
egész, ami additiv gondolkodast igényel, és a viszonyok megfeleltetése,
ami multiplikativ gondolkodast kivan.

Additiv gondolkodds

Az additiv gondolkodas fejlesztése azt jelenti, hogy a gyermek egyre
inkabb képes a mennyiségek és az aranyok, valamint a pozitiv és negativ
viszony megkiilonboztetésére anélkill, hogy ismerné a mennyiségeket.
Bar nincs olyan vizsgalat, amelyik 6nmagéban lefedné az additiv gon-
dolkodas fejlédését, az irodalomban talalhato anyagok alapjan 6sszefog-
lalhat6, hogyan haladnak a tanuldk az additiv gondolkodéasban.

1. szint. A tanulok szdmlalassal, 6sszeadassal és kivonassal meg tudnak
oldani olyan mennyiségi feladatokat, amelyekben novekedésrdl vagy
csokkenésrol van sz6. Az 6sszehasonlitd feladatokban még nem sikeresek.

2. szint. A tanulok mar képesek dsszehasonlité feladatok megoldasara,
valamint forditott miiveletek alkalmazasara a feladatmegoldasban. Ugyan-
az az additiv viszony kifejezhetd ugy is, hogy ,,tobb mint”, illetve gy is,
hogy ,.kevesebb, mint”. Amikor a tanuloknak at kell alakitaniuk egy rela-
cidt tartalmazo6 allitast a masik formara annak érdekében, hogy egy sza-
molasi miiveletet elvégezzenek, ez nem mindig sikeriil. Ha azonban mar
elérték a 2. szintet, képesek egy viszonyt az ellenkezdjére forditani a fel-
adat megoldasa érdekében.

3. szint. A gyerekek megtanuljak 6sszehasonlitani a pozitiv és negativ
szamokat, és képesek két aranyt dsszekapcsolni a feladat megoldasahoz.
A mennyiségekre vonatkozoé informacio hianyaban ketténél tobb pozitiv
¢és negativ arany 0sszekapcsolasa 14 éves kor alatt nehézségbe {itkozik (a
15 évesekre, vagy idésebbekre vonatkozdan nincs adatunk). A jo véla-
szok aranya egyes feladatok esetében nem haladja meg az 50%-ot.

4. szint. Kivalo teljesitmény az additiv 0sszefiiggések alkalmazasa és
ezeknek a multiplikativ 0sszefiiggésektdl valo megkiilonboztetése terén.

Az itt felvazolt egymasra épiilés megfelel a gondolkodés természetes
fejlodésének. Ha a tanitds minden egyes tanuld esetében arra helyezi a
hangsulyt, ami kozvetleniil a mar elért szintre épiil, azzal optimalis fej-
leszt6 hatast lehet elérni.
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Multiplikativ gondolkodds

A multiplikativ gondolkodas a kisgyerekeknél azzal kezdddik, hogy kii-
16nb6z6 feladatok megoldasa érdekében képesek a mennyiségek kozott
az egy-sok megfelelést 1étrehozni, beleértve olyan feladatokat is, ahol
két — Gsszehasonlithato szituaciokban azonositott valtozo — aranyos kap-
csolatban van egymassal. Ehhez meg kell érteniiik az aranyossag fogal-
mat olyan helyzetekben, amikor fix arany all fenn két valtozo6 kozott, egy-
massal izomorf helyzetekben, valamint meg kell érteni két mérték kozot-
ti multiplikativ viszonyt, amelynek alapjan egy harmadik hozhato létre.

1. szint. A tanuldk meg tudnak oldani olyan egyszerti feladatokat, ame-
lyekben két egymashoz hozzarendelt mérték explicite ugy van leirva,
hogy egymasnak megfeleltethetoek, és segédeszkozok felhasznalasaval
létre tudjak hozni a megfeleltetést. Bonyolultabb esetekben azonban,
amikor maguknak kell a megfeleltetésrél gondolkodniuk, rajonnek, hogy
kapcsolat van a két valtozo kozott, vagyis az egyik valtozo valtozasa a
masik valtozasat eredményezi, de azt mar nem tudjak megmondani, ho-
gyan lehet szisztematikusan megfeleltetni egymasnak a valtozokat.

2. szint. A tanuldk ezen a szinten felismerik, hogy a két valtozo két
értéke egyiitt valtozik azonos iranyban, és hogy e mogott az egyiittes val-
tozas mogott konkrét szabaly huzodik meg. Egyszeriibb esetekben és is-
merds Osszefliggésben felismerik a kapcsolat mennyiségi természetét, de
nem képesek a szabaly altalanositasara.

3. szint. Ezen a szinten a tanuldk felismerik a kapcsolat linearis jelle-
gét és ismerds Osszefiiggésekben képesek az aranyokkal dolgozni.

4. szint. Ezen a szinten a tanulok képesek két valtozo linearis dssze-
fliggését kezelni barmilyen kérnyezetben és tartalommal. Képesek egytt-
tal megkiilonboztetni a linearis és nem-linearis viszonyokat, bar 1j fel-
adatok megoldasanal 1épésrdl Iépésre el kell végezniiik az 6sszehasonli-
tasokat.

A matematikai gondolkodas fejlesztésének tovabbi teriiletei
A korédbban targyaltakon tul a matematikai gondolkodasnak szdmos to-
vabbi teriilete van, amelyek az iskola korai szakaszaban fejlesztendéek.

Ezek koziil néhanyat attekintiink a kovetkezdkben, a fejlesztés részletei-
vel azonban nem foglalkozunk. Bar a matematikai gondolkodas kiilonbo-
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z0 teriiletei szorosan dsszefliggenek, a gondolkodas itt targyalando kér-
dései nem kapcsoldédnak kdzvetleniil a numerikus gondolkodashoz, illet-
ve tulmutatnak a mértékek és szamok kérdésein. Tovabba, kontextusba
agyazott fejlesztésiikre mas iskolai tantargyakban is van lehetség. Pél-
daul a szovegértéshez az alapvetd nyelvi-logikai miiveletek értelmezésé-
nek képessége sziikséges. Bonyolultabb természettudomanyos definicidk
megértéséhez értelmezni kell az Osszetett logikai muveleteket is. A ter-
mészettudomany tanulasa soran ugyancsak sziikség van azokra a gondol-
kodasi képességekre, amelyek miiveleti hatterét a matematikatanulas
keretében lehet formalizalni. Ezek koz¢ tartozik tobbek kozott a soralko-
tas, a kiilonbozo csoportositasok, a fiiggvények, a kombinativ miiveletek,
a valoszinliség €s a statisztika.

Az itt felsorolt gondolkodasi képességek tobbségét Piaget is vizsgalta.
Elmélete szerint ezek kialakuldsa koran, mar az iskolaskor elott elkezdo-
dik. Az altalunk vizsgalt életkori szakaszra a miivelet elotti és a konkrét
miuveletek fejlédése esik, a formalis szint csak idésebb korra érhet6 el.
Ennek megfeleléen a matematikaban az els6 hat évfolyamon a fejlesztés
nagyobbrészt a tapasztalati alapok megteremtésére €s a szabalyossagok
felfedezésére iranyulhat, ezt kovetden keriilhet sor a megfelel6 matema-
tikai formalizmus elsajatitasara. A természettudomany kezdetben a ta-
pasztalati alapokat gazdagithatja, késébb a formalizalt matematikai tudas
alkalmazasara keriilhet sor a természettudomany tanitasa keretében.

A logikai miiveletek és a halmazokkal végzett miiveletek matematikai
szempontbodl izomorf teriiletek, €s a kapcsolatuk a matematikatanitasban
is kihasznalhat6. A logikai muveletek kialakulasat klasszikus kisérletei-
ben Piaget részletesen vizsgalta (Inhelder és Piaget, 1958). A késobbi
kutatasok megmutattak, hogy a hétkoznapi gondolkodasban nem csak az
Osszetett allitasok logikai szerkezete befolyasolja, hogy miként véleke-
diink azok igazsagtartalmarol, hanem a kontextus, a konkrét szituacidra
vonatkozdé tudés is (l1asd Wason, 1968, és a Wason-feladattal kapcsolatos
tovabbi kutatasok). A matematika tanuldsa soran azonban a gondolkodas
fejlesztésén, igy a logikai szerkezetek megértésén €s értelmezésén van a
hangstly, ezért Piaget kutatasainak eredményei a logikai muveletek egy-
masra épiilése tekintetében a matematikatanitds nézépontjabol tovabbra
is iranymutatoak. A halmazokkal végzett miiveletek, melyekhez a mate-
matika tanitasaban gazdag eszkozrendszer all rendelkezésre, megalapoz-
hatjak a logikai miiveletek fejlesztését is. A halmazokkal végzett konkrét
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miveletek segithetik a miiveleti sémak belsévé valasat, interiorizacidjat,
¢és ezaltal a nyelvi-logikai miveletek fejlodését is. A nyelvi-logikai mi-
veletek fejlesztése olyan szélesebb korli pedagodgiai feladat, amelyben az
iskolai matematikatanitason til az iskolaskor eldtti nevelésnek és mas
iskolai tantargyaknak is szerepet kell kapnia. Mas iskolai tantargyak ta-
nuldsa soran elsdsorban az Osszetett allitasokat tartalmazé kijelentések
szerkezetének elemzésével, a miveletek és a jelentés kdzotti kapesolatok
megvilagitasaval lehet a fejlodést elosegiteni. A logikai miiveletek fejlo-
désének vizsgalatara kiilonbdzo tesztek is rendelkezésiinkre allnak (pl.
Vidakovich, 1998).

A relaciok a matematika szamos teriiletén el6fordulnak. A relaciokkal
kapcsolatos gondolkodas néhany aspektusat Piaget is vizsgalta. Ezek
kozé tartozik a soralkotasok és az osztalyba sorolas miiveleteinek fejlo-
dése (Piaget és Inhelder, 1958). A sorozatok 1étrehozasa szerepet jatszik
a mar korabban targyalt aranyossagi gondolkodas esetében is. A soralko-
tason és osztalyozason keresztiil megalapozhato és fejleszthetd tobb al-
talanos gondolkodasi képesség is, példaul az analdgias és az induktiv
gondolkodas is (lasd Csapo, 1997, 2003).

A kiilonbozo szabalyossagok felismerése egyrészt fejleszti a szabaly-
indukcio képességeit, masrészt pedig megalapozza a matematikai fiigg-
vény fogalmat. A fliggvények a matematika késobbi tanulasaban megha-
tarozod szerepet jatszanak. A fels6bb évfolyamokon alkalmazott matema-
tikai fiiggvényfogalom tobbszords absztrakcid révén alakul ki, ezért is
nagy jelentdsége van annak, hogy a korai, tapasztalati alapok biztosan
kialakuljanak. A relaciokat kiilonb6z6 formaban lehet megjeleniteni, rep-
rezentalni, vizualizalni. A kiilonb6z06 reprezentaciok kozotti kapesolatok
megértése, a tobbszords reprezentacio képességének kialakitasa ugyan-
csak a korai matematikatanitas feladata. A kiilonb6z6 reprezentaciok ko-
z0tti transzformaciok egyben sokféle lehetdséget kinalnak az analogias
gondolkodas fejlesztésére is.

Matematikai szempontbo6l a kombinatorika, a valoszinliségszamitas és
a statisztika szorosan Osszefliggé teriiletek. A gyermeki gondolkodasban
azonban kiilonb6z6 fogalmak fejlédési folyamatanak eredményeként az
érettebb formalis fejlédés szakaszaban kapcsolonak 6ssze ezek a folya-
matok. A spontan, a kdrnyezetbdl szarmazo6 stimulusok mar nem elegen-
déek e szint elérésé¢hez, ebben meghatarozo szerepe van a szisztematikus
matematikatanitasnak.
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A kombinatorikai problémak két f6 csoportba sorolhatoak. Az egyik
csoportot a felsorolasi feladatok alkotjak, amikor a feltételeknek megfe-
lel6 6sszes konstrukciot étre kell hozni, ezekben jatszik szerepet a kom-
binativ gondolkodas. A masik csoportba a kiszamitasi feladatok tartoz-
nak, amelyek megoldasat altalaban csak rendszeres matematikatanulas
eredményeként lehet elsajatitani. Ezzel a kérdéssel mar foglalkoztunk a
multiplikativ gondolkodassal kapcsolatban is, és néhany kombinativ mii-
velet fejlodését Piaget is részletesen vizsgalta (Piaget, és Inhelder, 1975).
Szamos tovabbi kutatasi program foglalkozott a kombinativ gondolkodas
fejlédésével és fejlesztésével, mind a matematikdban, mind mas tantar-
gyakba beagyazott fejlesztd gyakorlatokat alkalmazva (Kishta, 1979;
Csapo, 1988; Schréder, Bodeker, Edelstein és Teo, 2000; Csapo, 2001,
2003; Nagy, 2004). Egy részletesebb elemzés 37 olyan kombinativ mii-
veletet azonositott, amely a kezelendé valtozok és a Iétrehozand6 konst-
rukciok szama alapjan még kezelhetd, és amelyek alapjan felsorolasi
feladatok készithetok. A feladatokra alapozott empirikus vizsgalat meg-
erésitette, hogy vannak olyan tanuldk, akiknél 14 éves korra kialakul a
kombinativ gondolkodas teljes rendszere, melynek révén képesek az 6sz-
szes alapvetd miivelettipus kezelésére, azonban a tobbség esetében csak
a legegyszerlibb szerkezetek alakulnak ki (Csapo, 1988). A korai mate-
matikatanitas jol strukturalt feladatokkal fejlesztheti a kombinativ gon-
dolkodast, mig a felsorolasi feladatok mas tantargyakba is beagyazhatok,
¢és fejleszthetik a kombinativ gondolkodast (Csapd, 1992). A formaliza-
las elokészitése azonban kizardlag a matematikatanitas feladata, melyre
azutan késébb raépiilhet a matematikai osszefiiggések megtanitasa.

A valoészintiség fogalmanak kialakulasa ugyancsak koran elkezddédik
(Piaget és Inhelder, 1975), azonban rendszeres tanulas hianyaban a tanu-
1ok tobbsége csak az alapvetd felismerésekig jut el. Kiillondsen nehéznek
bizonyul a korrelaciok, a véletlen osszefiiggések megértése (Kuhn, Phelps,
és Walters, 1985; Ban, 1998; Schroder, Bodeker, Edelstein és Teo, 2000).
A valoszinliségi gondolkodas fejlodését a korai matematikatanitas elso-
sorban a szisztematikus tapasztalatok biztositasaval segitheti. Ebben a fej-
lesztésben a véletlen jelenségek bemutatasaval mas tantargyak, példaul a
bioldgia is szerepet kaphatnak. A formalis matematikai 6sszefiiggések
felé vezetd 1épések megtétele, a kombinatorikéaval €s a statisztikdval valo
kapcsolat kialakitasa azonban mar a rendszeres matematikatanitas fel-
adata. A fejlodési sajatossagok miatt a kapcsolatok kiteljesitésére csak
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id6sebb életkorban keriilhet sor, azonban a késébbi eredményes tanulas
érdekében sziikség van a statisztikat elokészitd korai tapasztalatok meg-
szerzésére is.

Egy tovabbi teriilet a térbeli gondolkodas, mely szintén mas pszicholo-
giai fejlodési folyamatokban gyokerezik, és csak késobb, a geometriatani-
tas keretében kapcsolddik 0ssze a mérés fogalmaval, majd a matematika
mas teriileteivel. Fejlodését Piaget részletesen vizsgalta, elsésorban a tér
rajzokban valo abrazolasan keresztiil. Eredményei szerint a korai fejlo-
désre a topologiai szemlélet jellemzd, és késébb is elsGsorban a vonalak
talalkozasaiban valnak a rajzok pontossd, mig a formak kiillonbozokép-
pen torzulnak. A masodik stadiumban (4-7 év) folyamatosan differencia-
lodnak a gyermekek altal lerajzolt alakzatok. A harmadik stddiumban
(7-8 év) pedig a tanulok mar tobbnyire az euklideszi geometriat kovetetd
formakat képesek rajzolni (Piaget és Inhelder, 1956). A matematikatani-
tas keretében kiillondsen az iskola kezd6 szakaszaban van nagyobb jelen-
tosége a térbeli gondolkodas fejlesztésének. Kezdetben nagyobb szerepet
kaphat a két- €¢s haromdimenzios alakzatok kdzvetlen tapasztalatszerzés
révén valo megismerése. Ezt kovetheti annak tudatositasa, hagy az alak-
zatoknak tulajdonsagaik vannak, melyek alapjan le lehet irni az alakzatok
kozotti hasonlosagokat és kiillonbségeket. Késobb pedig sor keriilhet a
tulajdonsagok szabatos matematikai megnevezésére és definialasara.
A térbeli gondolkodas fejlesztésére a matematikan tal a rajztanitas és
a miivészeti nevelés keretében van lehetdség. A térabrazolas és a térszem-
1élet fejlodésének felmérése sokféle mérdeszkozzel lehetséges (pl. Kar-
pati és Gaul, 2011; Karpati és Pethd, 2011).

A kognitiv fejl6dés felmérése a matematikaban

Az eddig targyaltakban féként a gondolkodas fontossagat hangsulyoztuk
a szamrendszer megértésében, valamint annak felismerésében, hogy a ma-
tematika hogyan hasznalhat6 a vilag modellezésére. A masik f6 gondolatsor,
hogy mindazok az ismeretek, amelyeket a tanuloknak a matematikaban
el kell sajatitaniuk, nem alakulnak ki egy 1épésben. Ezért a matematika-
val Osszefiiggd kognitiv fejlodés felmérését ugy kell elvégezni, hogy a re-
lacios szamitasokhoz viszonyitva kisebb kdvetelményt timasszon a szamo-
lassal szemben. A szamolast a sajat helyén lehet és kell értékelni.
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A mérések tartalma

A matematikai gondolkodas értékelésének kozéppontjaban a késobbi ma-
tematikai teljesitményeket megalapoz6 gondolkodasi képességeknek kell
allniuk. A kiilonbozo elérejelzé vizsgalatok azt mutattak, hogy a gyere-
keknek a korai években nyujtott teljesitménye olyan feladatokban, ame-
lyek felmérik a megfeleltetésrol, sorba allitasrol, 6sszeadasrol, valamint
az Osszeadas ¢és kivonas kozotti forditott viszonyrol valo tudasukat, isme-
reteiket elére tudja vetiteni a varhatdé jovobeni matematikai teljesitmé-
nyeket (Nunes és mtsai, 2007; van de Rijt, van Luit, és Pennings, 1999).
A késdbbi matematikai teljesitményt jol jelzi a szamok kozotti viszonyok
felismerésének képessége, amit szamérzéknek hivnak (Fuchs, Compton,
Fuchs, Paulsen, Bryant, és Hamlet, 2005).

A szamokkal kapcsolatos korai tudés felmérheté a szamok irasa és ol-
vasésa, a leirt €s a kimondott szamok nagysagrendjének dsszehasonlitdsa,
¢és néhany szamolasi miivelet alapjan. Tudomasunk szerint minddssze
egyetlen tanulmany (Nunes és mtsai., 2009) van, amely 0sszehasonlitotta
a szamokkal kapcsolatos képesség relativ jelentoségét a matematikai tel-
jesitmény elorejelzésében. Ez az 6sszehasonlitas kiterjedt a figyelem ¢és
a memoria kognitiv funkcidira és az intelligencia vizsgalatara is. A pre-
diktorokat a tanulok 8-9 éves koraban mérték fel; a kés6bbi matematikai
teljesitmény jellemzésére fiiggetlen standard adatokat valasztottak, ame-
lyeket az iskolaban gytijtottek ossze 11-12 és 13-14 éves korban. A mate-
matikai gondolkodas mindkét iddpontban nagyobb szerepet jatszott, mint
a figyelem, a memoria, sot akar a szamolasi készség. A matematikai gon-
dolkodas és a szamolasi készség relativ jelentdségének elemzése azt mu-
tatja, hogy ahol komoly szerepe van az id6korlatnak, ott fontosabb a ma-
tematikai gondolkodas, mint a szamolasi készség felmérése.

A matematikai gondolkodds felmérésének formai

A matematikai képességek értékelésének megtervezése ohatatlanul kap-
csolédik a tanuldk altalanos képességeihez az utasitasok megértése és a
verbalis kommunikacio terén. Az olvasasi képességek befolyasat azonban
csokkenteni lehet azzal, ha olyan értékeld feladatokat talalunk ki, ame-
lyekben rajzok segitik a gyerekeket a feladat megértésében. A rajzok ab-
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ban is segitik a tanuldkat, hogy a megoldas szamszer( értékéhez kiilon-
b6z6 megkozelitéssel jussanak el: bizonyos esetekben elemezhetik a raj-
zot (pl. feloszthatnak valamit két részre, hogy jobban el tudjak képzelni
a mennyiség felét) és még szdmolhatnak is, hogy megkapjak a helyes
valaszt. Amennyiben helyesen mérik fel a helyzetet, jobb esélyiik van a jo
mennyiségi valasz megadasara, mint ha a feladatot csak irdsban kaptak
volna meg. A Freudenthal Intézet kutatoi hasznaltak eldszor ezt a meg-
kozelitést az értékeléshez (lasd pl. van den Heuvel-Panhuizen, 1990),
amely értékes informaciokat adott a tanulok relacios kalkulacios képes-
ségeirdl.

Ahogy korabban is emlitettiik, a matematikai gondolkodas fejlodésé-
hez iddre van sziikség. Idealis esetben az értékelésbe beépithetdk a gon-
dolkodasi képességekkel szembeni kiilonboz6 szintli elvarasok. Ezek va-
rialhatok kiilonb6z6 kifejezési formak, kiilonbozo szituaciok, valamint
kiilonbozo értékek hasznalataval. Az el6zdekben attekintett lehetdségek
megmutattak, hogyan lehet azonos tipustl fogalmak értékelésére kiilon-
b6z0 feladatvaltozatokat 1étrehozni.

Osszegzés

Ebben a fejezetben attekinttettiik a matematikai gondolkodas fejlédésé-
nek néhany alapveto teriiletét. Azokra a pszicholdgiai kérdésekre fordi-
tottunk nagyobb figyelmet, amelyek meghatarozé jelentdségtiek a korai
értelmi fejlédés szempontjabol. Olyan teriileteket emeltiink ki, amelyek
csaknem kizar6lagosan a matematikatanitas keretei kozott fejleszthetéek.
Ezek koziil is kozponti jelentdségli a mennyiségekkel és a szamokkal
kapcsolatos fogalmak kialakulasa, tovabba a hozzajuk kapcsolodo gon-
dolkodasi képességek fejlodése.

Hangsulyoztuk azokat a pszicholdgiai kiilonbségeket, amelyek a gon-
dolkodas természetes fejlodése és a matematikai ismeretek elsajatitasa
kozott van. Az iskola kezdd szakaszaban kiemelt helyet kell kapnia a
gondolkodas fejlesztésének; kellden fejlett matematikai gondolkodas hi-
anyaban nem lehet eredményes a matematikai ismeretek €rté elsajatitasa.

Négy {0 teriiletet emeltiink ki: az egész szamok és a racionalis szamok
fogalmanak, tovabba az additiv gondolkodas és a multiplikativ gondol-
kodas fejlodésének kérdéseit. Ezek azért rendkiviil fontosak, mert meg-
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alapozzak a késobbi sikeres tanulmanyokat. Kiilonb6z6 kutatasok bizo-
nyitottak, hogy ezeknek komoly elérejelzd ereje van, az ezek terén mért
korai fejlettség meghatarozta a kés6bbi eredményeket.

Utaltunk arra, hogy ezeken kiviil szamos mas eleme van a matemati-
kai gondolkodasnak, amelyek fejlesztése a matematikaban ugyancsak
fontos. Ezek fejlesztése soran az el6zéekben bemutatott alapelveket Iehet
érvényesiteni.

Kifejtettiik, hogy a matematikai gondolkodas fejlodése lassu, hosszan
tartd folyamat. Ugyanakkor kiillonb6zd kutatasok és kisérleti fejlesztd
programok bizonyitjak, hogy megfeleléen stimulalé gyakorlatokkal a
fejlodést fel lehet gyorsitani. Ezek a gyakorlatok azonban csak akkor
lehetnek eredményesek, ha pontosan illeszkednek a tanulok aktualis fej-
lettségéhez. Ezért a matematikai gondolkodas fejlesztése soran rendkiviil
fontos a fejlodési fazisok egymasra épiilése. Egy 0sszetett gondolkodasi
folyamatot csak akkor lehet kialakitani, amikor az azt alkoté6 komponen-
sek, az egyszeriibb gondolkodasi miiveletek mar kialakultak.

A gondolkodas eredményes fejlesztéséhez kiilondsen fontos, hogy
a tanar ismerje, hol tartanak a tanuloi, és ennck megfeleld gyakorlatokkal
segitse tovabblépésiiket. Ennek megfelelden a diagnosztikus értékelés-
nek részletesen le kell fednie a gondolkodas fejlddési folyamatat, minden
terlileten megjelenitve annak kiilonboz6 szintjeit. Kiilondsen nagy figyel-
met kell forditani azokra az e fejezetben részletesebben is targyalt terii-
letekre, amelyek a kutatasok szerint jelentds mértékben meghatarozzak
a késobbi sikereket.
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