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О логарифмической вогнутости рядов по отношениям гамма функций
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Аннотация. В работе найдены оценки для определителя Турана, составленного из рядов по отношени-
ям гамма функций. Такие ряды рассматриваются нами как функции от одновременного сдвига аргументов
гамма функций в числителе и знаменателе. Показана также неотрицательность степенных коэффициентов
определителя Турана. В качестве следствий приведены новые неравенства для гипергеометрической функции
Гаусса, неполной бета функции и обобщенного гипергеометрического ряда. Сообщение является продолже-
нием исследований ряда авторов, изучавших логарифмическую выпуклость и логарифмическую вогнутость
гипергеометрических функций по параметрам. Библ. – 10 назв.
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Abstract. We find estimates for the Turan determinant formed by series in gamma ratios. We view such series as
functions of simultaneous shifts of the arguments of the gamma functions in numerator and denominator. We also
demonstrate that the power series coefficients of such Turanians are non-negative. These results are then applied
to derive new inequalities for the Gauss hypergeometric function, the incomplete Beta function and the generalized
hypergeometric series. This note continues the research of various authors who investigated logarithmic convexity
and concavity of hypergeometric functions in parameters. Bibl. - 10 references.
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В данной заметке мы рассмотрим класс степенных рядов вида

ga,c(µ;x) =

∞∑
n=0

gn
Γ(a+ µ+ n)

Γ(c+ µ+ n)
xn, (1)

где {gn}∞n=0 - некоторая неотрицательная числовая последовательность, Γ(z) - гамма-функция Эйлера.
Основным вопросом будет поиск условий на последовательность {gn}∞n=0 и числа a, c, при выполнении
которых разность произведений

ψa,c(µ, ν;x) = ga,c(µ;x)ga,c(ν;x)− ga,c(0;x)ga,c(µ+ ν;x) =

∞∑
m=0

ψmx
m (2)

имеет неотрицательные коэффициенты ψm при всех степенях x. Очевидным следствием такой неот-
рицательности, является логарифмическая вогнутость функции µ → ga,c(µ;x). Все ряды здесь пони-
маются как формальные, вопросы сходимости не рассматриваются. Важнейшими примерами рядов
вида (1) являются гипергеометрические ряды и их производные по параметрам. Результаты данной
заметки также будут проиллюстрированы следующими из них новыми неравенствами для гипергео-
метрических функций. Области сходимости встречающихся при этом рядов будут обычно очевидны.
Аналогичные обсуждаемым здесь вопросы для степенных рядов отличных от (1) изучались нами в
[1, 2, 3, 4].

Для формулировки результатов нам понадобятся следующие стандартные определения.

Определение 1. Неотрицательная последовательность {fk} называется логарифмически вогнутой,
если ее элементы удовлетворяют условию f2k ≥ fk−1fk+1, k = 1, 2, 3.... Говорят, что у нее нет внутренних
нулей, если fN = 0 влечет за собой fk = 0 либо для всех 0 ≤ k ≤ N , либо для всех k ≥ N .

Определение 2. Функция f(x) называется абсолютно монотонной на интервале (a, b) (возможно
неограниченном), если f (k)(x) ≥ 0 для всех k = 0, 1, . . . и x ∈ (a, b). Она называется вполне монотонной,
если для этих же значений k и x выполнены неравенства (−1)kf (k)(x) ≥ 0.
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Определение 3. Функция f(x) называется мультипликативно выпуклой на интервале (0,∞), если
она удовлетворяет условию

f(xλy1−λ) ≤ fλ(x)f1−λ(y)

при λ ∈ [0, 1] и x, y > 0.

В работе [4] нами была доказана следующая теорема

Теорема 1. Пусть выполнено одно из следующих условий:
(а) c+ 1 ≥ a ≥ c > 0 и {gn}∞n=0 - произвольная неотрицательная последовательность; или
(б) a > c+1 > 1 и {gnn!}∞n=0 - неотрицательная лог-вогнутая последовательность без внутренних

нулей.
Тогда ψa,c(µ, ν;x) ≥ 0 при всех x, µ ≥ 0 и ν ∈ N. Если к тому же µ ≥ ν − 1, то коэффициенты

Тейлора функции ψa,c(µ, ν;x) неотрицательны, ψm ≥ 0, для всех m = 0, 1, . . . откуда следует, что
функция x→ ψa,c(µ, ν;x) абсолютно монотонна и мультипликативно выпукла на (0,∞).

Цель настоящей заметки – усилить часть (б) теоремы 1, заменив gnn! на gn, и применить указанное
усиление для вывода новых неравенств для гипергеометрических функций. Основным результатом
является следующая теорема.

Теорема 2. Предположим a > c + 1 > 1 и {gn}∞n=0 - неотрицательная лог-вогнутая последова-
тельность без внутренних нулей. Тогда ψa,c(µ, ν;x) ≥ 0 при всех x, µ ≥ 0 и ν ∈ N. Если к тому
же µ ≥ ν − 1, то коэффициенты Тейлора функции ψa,c(µ, ν;x) неотрицательны, ψm ≥ 0, для всех
m = 0, 1, . . . откуда следует, что функция x → ψa,c(µ, ν;x) абсолютно монотонна и мультиплика-
тивно выпукла на (0,∞).

Схема доказательства. Согласно леммам 2 и 3 работы [4] достаточно доказать теорему для ν = 1.
При этом значении ν непосредственным вычислением после несложных преобразований получим

ψm =

m∑
k=0

gkgm−k

[
Γ(a+ 1)(a+ 1)kΓ(a+ µ)(a+ µ)m−k
Γ(c+ 1)(c+ 1)kΓ(c+ µ)(c+ µ)m−k

− Γ(a)(a)kΓ(a+ µ+ 1)(a+ µ+ 1)m−k
Γ(c)(c)kΓ(c+ µ+ 1)(c+ µ+ 1)m−k

]

=
(a− c)Γ(a)Γ(a+ µ)

Γ(c+ 1)Γ(c+ µ+ 1)

[m/2]∑
k=0

gkgm−kMk, где (a)k =
Γ(a+ k)

Γ(a)
- сдвинутый факториал, а

Mk =
(a)k(a+ µ)m−k

(c+ 1)k(c+ 1 + µ)m−k
(m− 2k + µ)− (a)m−k(a+ µ)k

(c+ 1)m−k(c+ 1 + µ)k
(m− 2k − µ)

при k < m/2 и

Mk =
µ(a)k(a+ µ)m−k

(c+ 1)k(c+ 1 + µ)m−k

при k = m/2. Согласно лемме 6 работы [4] для доказательства неотрицательности коэффициентов ψm
достаточно показать, что ∑

0≤k≤m/2

Mk ≥ 0 (3)

и последовательность M0,M1, . . . ,M[m/2] меняет знак не более одного раза, то есть имеет структуру
(−− · · · − −00 · · · 00 + + · · ·+ +), где нули и знаки минус могут отсутствовать.

Неотрицательность суммы составляет утверждение следующей леммы.

Лемма 1. Неравенство
m∑
k=0

(a)k(a+ µ)m−k
(b)k(b+ µ)m−k

(m− 2k + µ) ≥ 0, (4)

верно для всех целых m ≥ 1 и всех µ ≥ 0, если b ≥ a ≥ 0 или a ≥ b ≥ 1.
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Доказательство леммы 1. Введем обозначение uk = (a)k(a+ µ)m−k/[(b)k(b+ µ)m−k]. Если a = b
или a = 0, то утверждение очевидно. При b > a > 0 функция x → (a + x)/(b + x) возрастает, откуда
следует, что uk > um−k для всех k < m− k. Остается заметить, что в этом случае

uk(m− 2k + µ) + um−k(2k −m+ µ) = (m− 2k)(uk − um−k) + µ(uk + um−k) > 0

для всех k ≤ m− k. Если a > b ≥ 1, то при помощи алгоритма Госпера [5], [6, Глава 5] можно найти
антиразности для чисел uk(m− 2k + µ). Результат легко проверить непосредственным вычислением:

uk(m− 2k + µ) = αk+1 − αk, где αk =
(b− 1)(b− 1 + µ)(a)k(a+ µ)m+1−k

(a− b+ 1)(b− 1)k(b− 1 + µ)m+1−k
, k = 0, 1, . . . ,m+ 1.

Следовательно,

m∑
k=0

uk(m− 2k + µ) =

m∑
k=0

(αk+1 − αk) = αm+1 − α0

=
(b− 1)(b− 1 + µ)

(a− b+ 1)

{
(a)m+1

(b− 1)m+1
− (a+ µ)m+1

(b− 1 + µ)m+1

}
≥ 0.

Последнее неравенство верно, так как x→ (a+x)/(b−1+x) убывает при x > 0 в силу условия a > b ≥ 1.
Лемма доказана.

Остается заметить, что левые части неравенств (3) и (4) совпадают, а доказательство одной сме-
ны знака у последовательности M0,M1, . . . ,M[m/2] дословно повторяет соответствующую часть до-
казательства теоремы 1, приведенного в [4, Теорема 4]. Мультипликативная выпуклость следует из
неотрицательности коэффициентов согласно теореме Харди, Литтлвуда и Пойа [7, Proposition 2.3.3].
Теорема доказана. �

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 1(а) или теоремы 2, причем ν ∈ N и µ ≥ ν− 1.
Тогда функция y → ψa,c(µ, ν; 1/y) вполне монотонна и логарифмически выпукла на (0,∞), поэтому
существует неотрицательная мера τ с носителем в [0,∞) такая, что

ψa,c(µ, ν;x) =

∫
[0,∞)

e−t/xdτ(t).

Доказательство. Согласно [8, Теорема 3] сходящийся ряд вполне монотонных функций – вполне
монотонная функция. Отсюда вытекает, что y → ψa,c(µ, ν; 1/y) – вполне монотонна, поскольку 1/y
вполне монотонна и коэффициенты неотрицательны по теореме 2. Интегральное представление сле-
дует тогда по классической теоремы Бернштейна [9, Теорема 1.4], а логарифмическая выпуклость
получается, например, согласно [7, Упражнение 2.1(6)]. �

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 1(а) или теоремы 2. Тогда для всех ν ∈ N,
µ ≥ ν − 1 и x ≥ 0, справедливо неравенство

ga,c(µ;x)ga,c(ν;x)− ga,c(0;x)ga,c(µ+ ν;x)≥g20
{

Γ(a+ ν)Γ(a+ µ)

Γ(c+ ν)Γ(c+ µ)
− Γ(a)Γ(a+ µ+ ν)

Γ(c)Γ(c+ µ+ ν)

}
.

Если a− c, µ, ν 6= 0, то равенство достигается только в точке x = 0.

Доказательство. Правая часть доказываемого неравенства - это свободный член в разложении
функции ψa,c(µ, ν;x) в ряд по степеням x. Неравенство следует тогда из неотрицательности коэффи-
циентов при всех положительных степенях x. �

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 1(а) или теоремы 2. Тогда

(a+ µ)ν(c)ν
(c+ µ)ν(a)ν

≤ ga,c(0;x)ga,c(µ+ ν;x)

ga,c(ν;x)ga,c(µ;x)
≤ 1

для всех ν ∈ N, µ ≥ 0 и x ≥ 0.
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Доказательство. Оценка сверху эквивалента неравенству ψa,c(µ, ν;x) ≥ 0, составляющему часть
утверждения теоремы 2. Оценка снизу составляет часть утверждения теоремы 2 из [4] если применить
ее к функции fa,c(µ;x) = Γ(c+ µ)ga,c(µ;x)/Γ(a+ µ). �

Комбинируя следствия 2. и 3., получим следующие двусторонние оценки для определителя Турана:

g20
Γ(a)2

Γ(c)2

[
(a)2ν
(c)2ν

− (a)2ν
(c)2ν

]
≤ga,c(ν;x)2 − ga,c(0;x)ga,c(2ν;x)≤ (c+ ν)ν(a)ν − (a+ ν)ν(c)ν

(a)ν(c+ ν)ν
ga,c(ν;x)2. (5)

Эти неравенства справедливы для ν ∈ N, a ≥ c > 0 в предположении, что {gn}n≥0 – неотрицательная
последовательность, которая также логарифмически вогнута и не имеет внутренних нулей когда a >
c+ 1.

Замечание. Ранее нами была доказана теорема [4, Theorem 1] о свойствах рядов вида

∞∑
n=0

fn
(a+ µ)n
(c+ µ)n

xn

n!
,

которые при c ≥ a оказываются аналогичными свойствам рядов ga,c(µ;x) из (1). В связи с этим за-
кономерен вопрос: нельзя ли убрать факториал в приведенном ряде, сохранив его свойства (и усилив
таким образом теорему 1 из [4]). Ответ на этот вопрос оказывается отрицательным. Непосредственно
проверяется, что

2∑
k=0

(
(a+ 1)k(a+ µ)2−k
(c+ 1)k(c+ µ)2−k

− (a)k(a+ µ+ 1)2−k
(c)k(c+ µ+ 1)2−k

)
< 0

при a = 1, µ = 1/2, c = 20. Следовательно, коэффициент при x2 в разложении разности произведений,
аналогичной (2), в данном случае отрицательный. Отрицательны также и коэффициенты при более
высоких степенях x.

Пример 1. Важный пример ряда (1) получается если положить gn = (b)n/n!. В этом случае имеем:

ga,c(µ;x) =

∞∑
n=0

(b)n
n!

Γ(a+ µ+ n)

Γ(c+ µ+ n)
xn =

Γ(a+ µ)

Γ(c+ µ)
2F1(a+ µ, b; c+ µ;x),

где 2F1 - гипергеометрическая функция Гаусса [10, Chapter 2]. Легко проверяется, что последователь-
ность {(b)n/n!} логарифмически вогнута тогда и только тогда, когда b ≥ 1 (отсутствие внутренних
нулей очевидно при всех b). Следовательно, если c + 1 ≥ a ≥ c > 0 и b > 0 или a > c + 1 > 1 и
b ≥ 1, то функция ga,c(µ;x) удовлетворяет неравенствам из следствий 2 и 3, а также неравенству (5).
В частности при ν = 1 последнее неравенство имеет вид:

a

c
(2F1(a+ 1, b; c+ 1;x))2 − a+ 1

c+ 1
2F1(a, b; c;x)2F1(a+ 2, b; c+ 2;x) ≥ a− c

c(c+ 1)
≥ 0, 0 ≤ x < 1. (6)

Заметим, что при c ≥ a и b > 0 функция ga,c(µ;x) удовлетворяет теореме 3 из [4] и всем ее следствиям.
Пример 2. Нормализованная неполная бета-функция определяется формулой

Ix(a, b) =
1

B(a, b)

∫ x

0

ta−1(1− t)b−1dt

и представляет собой функцию распределения случайной величины, подчиненной закону бета-распределения.
Учитывая, что бета-функция в знаменателе равна Γ(a)Γ(b)/Γ(a+ b) и делая замену переменной t = ux
придем к выражению

Ix(a, b) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
xa
∫ 1

0

ua−1(1− ux)b−1du =
Γ(a+ b)xa

Γ(a+ 1)Γ(b)
2F1(1− b, a; a+ 1;x),

где было использовано представление Эйлера [10, Theorem 2.2.1]∫ 1

0

uβ−1(1− u)γ−β−1(1− ux)−αdu =
Γ(β)Γ(γ − β)

Γ(γ)
2F1(α, β; γ;x).
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Далее, применяя преобразование Эйлера [10, Theorem 2.2.5]

2F1(α, β; γ;x) = (1− x)γ−α−β2F1(γ − α, γ − β; γ;x),

приходим к представлению

Ix(a, b) =
Γ(a+ b)xa

Γ(a+ 1)Γ(b)
(1− x)b2F1(a+ b, 1; a+ 1;x) =

xa(1− x)b

Γ(b)

∞∑
n=0

Γ(a+ b+ n)

Γ(a+ 1 + n)
xn.

Поскольку множитель перед суммой логарифмически нейтрален по параметру a, применением Тео-
рем 3 из [4] и Теорем 1 и 2 настоящей заметки приходим к следующему утверждению: если 0 < b ≤ 1,
то функция a→ Ix(a, b) логарифмически выпукла на (0,∞) при каждом фиксированном 0 < x < 1; ес-
ли b > 1, то функция a→ Ix(a, b) удовлетворяет неравенствам из следствий 2 и 3, а также неравенству
(5) при каждом фиксированном 0 < x < 1. Другим способом можно показать, что во втором случае
a→ Ix(a, b) логарифмически вогнута на (0,∞). Более того, функция b→ Ix(a, b) также логарифмиче-
ски вогнута на (0,∞) при каждом a > 0 и 0 < x < 1. Доказательство этих фактов будет дано в другой
публикации.

Пример 3. Этот пример дополняет пример 2 из [4]. Рассмотрим дробь Гаусса (см. [10, параграф
2.5]):

r(x) =
2F1(a+ 1, b; c+ 1;x)

2F1(a, b; c;x)
.

Применим соотношение смежности [10, (2.5.3)]

a+ 1

c+ 1
2F1(a+ 2, b; c+ 2;x) =

c+ (a− b+ 1)x

(c− b+ 1)x
2F1(a+ 1, b; c+ 1;x)− c

(c− b+ 1)x
2F1(a, b; c;x).

Подставив это соотношение в неравенство (6), получим

a

c
(2F1(a+ 1, b; c+ 1;x))2 ≥ c+ (a− b+ 1)x

(c− b+ 1)x
2F1(a, b; c;x)2F1(a+ 1, b; c+ 1;x)− c(2F1(a, b; c;x))2

(c− b+ 1)x

или, после деления на (2F1(a, b; c;x))2,

a

c
r(x)2 − c+ (a− b+ 1)x

(c− b+ 1)x
r(x) +

c

(c− b+ 1)x
≥ 0.

Решая это неравенство отдельно при c−b+1 < 0 и c−b+1 > 0 и комбинируя результат с неравенствами
из примера 2 работы [4], приходим к следующей таблице

c+ 1 < b c+ 1 > b
c+ 1 ≥ a ≥ c > 0, b > 0 или a > c+ 1 > 1, b > 1 r(x) ≥ Λa,b,c(x) r(x) ≤ Λa,b,c(x)

c ≥ a > 0, b > 0 r(x) ≤ Λa,b,c(x) r(x) ≥ Λa,b,c(x)

где Λa,b,c(x) =
c+ (a− b+ 1)x−

√
(c+ (a− b+ 1)x)2 − 4a(c− b+ 1)x

2(a/c)(c− b+ 1)x
.

Пример 4. Естественным обобщением примера 1 является функция

g(µ;x) =
Γ(a1 + µ)

Γ(c1 + µ)
q+1Fq(a1 + µ, a2, . . . , aq+1; c1 + µ, c2, . . . , cq;x), (7)

где q+1Fq - обобщенный гипергеометрический ряд [10, (2.1.2)]. Применение леммы 9 из [4] приводит к
следующему утверждению: пусть либо c1 + 1 ≥ a1 ≥ c1 > 0 и a2, . . . , aq+1, c2, . . . , cq - любые положи-
тельные числа, либо a > c+ 1 > 1 и выполнены неравенства:

eq(c2, . . . , cq, 1)

eq(a2, . . . , aq+1)
≤ eq−1(c2, . . . , cq, 1)

eq−1(a2, . . . , aq+1)
≤ · · · ≤ e1(c2, . . . , cq, 1)

e1(a2, . . . , aq+1)
≤ 1.
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Тогда g(µ;x) из (7) и построенная по ней по формуле (2) функция ψ(µ, ν;x) удовлетворяют утвержде-
ниям теоремы 2, следствий 1,2,3 и неравенству (5). Здесь ek(x1, . . . , xq) - k-ый элементарный симмет-
рический многочлен, то есть

e0(x1, . . . , xq) = 1, ek(x1, . . . , xq) =
∑

1≤j1<j2···<jk≤q

xj1xj2 · · ·xjk , k ≥ 1.
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